容 


介 


本书应用伽罗瓦理论清晰透彻地论述了两个古典难题的解决方法， 
即寻找代数方程的求根公式和限用圆规直尺作图(如三等分任意角、把 
立方体体积加倍、化圆为正方形以及怍正多边形等)，并借此由浅入深 
地向读者介绍了一些抽象代数的基本知识和研究方法。本书可作为理 
工科学生和其他数学爱好者学习抽象代数的普及读物，也可供大中学校 
数学教师阅读参考 P 


写在前面 


近几年来，仍然有人宣布已成功地用圓规直尺将 任意角 
三等分.他们把稿件投寄有关部门，但一般都得不到 答复. 
穿实上，这一问题早已被证明是不可能的，“不予审阅，妥为 
保存'这已成为处理这种特殊稿件的专门方法.据说，法国 
科学院曾作出决议，凡是关于三等分角，倍立方、化圆为方 
和永动机的文章一律不予审阅.作者愿把这本小册子奉献给 
读者， 也算是一个肤浅的答复和解释吧！书中所提到的五大 
难题，曾折磨了人们二千多年，致使有些了不起的数学家也 
曾为之冥思苦想，虚挪 光阴， 直到十九世纪伽罗瓦引入了置 
换群，创立了抽象代数学，才透彻地解决了这些 难題. 作者 
恳切希望至今仍速恋于这些已有定论之难題的人们，不要再 
浪费时间和精力了.当然，有些人相信这些问题已有结论，但 
他们“只知其然，不知其所以然”，总希望能看到一些普及读 
物，以便了解这些问題是如何解决的.更进一歩，近一个世纪 

以来，柚象代数学已成为一门重要学科，它的应用已遍及各个 
數学分支，甚至扩及其他科学领域。然而，不少大学生、青年 
教师和科技工作者却没有机会系统地学习这门学科。因此， 
作者希望通过对伽罗瓦理论的介绍，普及某些最基本的抽象 
代数学知识，让读者了解柚象代数学处理问题和解决问题的 


方法 


抽象代数，顾名思义是抽象的代数，而这也正是使某些 

人“望而却步”的原因之一。 的确 ，抽象代数可谓是抽象 
念的宝塔，逻辑推理的楷模.应该说，抽象是个好法宝，迻 


过 抽象往往更能看清事物的本质和各个事物相互之间的联 
系. 事实上，任付有生命力的抽象概念都有广泛的实际背景, 

决不是凭空臆造出来的空中楼阁。为了尽量减轻阅读难度， 
我们将比较自然地引入一些必要而又基本的概念，采取尽可 
能简单的途径证明一些结论，並力求讲得通俗易懂些，至于 

逻辑推理，只要习惯了，也就不难了。 

本书从初等代数和初等几柯中的古典难題讲起，由浅入 
深地介绍抽象代数、特别是伽罗瓦理论的基本知识，任何受 

过一定数学训练的读者都能读懂本书， 

全书共分四章，在第一幸中介绍有关历史，所引用的史 
扦，由于出处不一，仅供 参考. 第二章介绍有关的群论知识。 
如罗瓦理论的核心内容将在第三章中讨论。第四章是它的一 
些应用，详細地叙述了五大难题是如何解决的 • 

在本书的编写过程中，周仲良同志和顾海燕同志曾认真 
地阅读了全书，並提出了不少修改意 I ,作者在此对他们表 
示衷心的感谢 • 由于作者学识浅，水平低，在本书中难先有 
不当之处，望读者批评指正. 
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第一章历史 


况 


§ 1高次代数方程的求根公式 


根据古埃及的草片文书®记载，早在公元前 170 G 年左右， 
人们就发现时 ， M = & 有根 = 随着岁月的流 
逝,数学发展了.到了公元前几世纪，巴比伦(现在伊拉克的 
一 部份)人实际上已经使用过配方法得知 ax ^+ bx + c^O 

时)有根 


(一 4 如 ) 


当时,人们只承认现在称之为正实数的根才是根。零、负数、 
无理数和复数的概念和理论迟至十六世纪到十八世纪才得到 
承认并逐步完善。根据巴比伦的泥板文书①记载，当时已解 
决了如下二次方程问题：求出某数&使其与其倒数之和等 
于给定数6,即得出的解答是 


AVi— ， 


± 




这就促使人们进一步思考，是否对于任意次数的方程都能找 

①草片是一种把木髄紧压后切成的薄片，用墨水写上象形数字就成了草片 
文书 • 下述的泥扳文书則是在胶泥尚软时刻上楔形数字然后晒干得到的文书。 



到这 种求根公式？寻找三次方程的求根公式，经历了二千多 
年的漫长岁月，直到十六世纪欧洲文艺复兴时期，才由几位意 
大利数学家找到，这就是通常所说的卡丹 (7. Cardan, 1501- 

1576) 公式。其原始的想法 是：在 


x^+b x+c 


中作变量代换 x = y — a / Z 后化为 


( 1 ) 


y^+py 




它不再含有平方项了。设 = — Vn ,这里 m 和 tz 是两 

个待定的数，则有 


3*4/mnw = 




满足 


如果取 


n 




n 


则对应 的!/ 值必满足 (1) 式。另一方面，由 

(m-hn) J =(m — n) t +4 mn =q 2 ^^—p 


27 


可得 


4 


+n 




27 


所以 ，当取 




3 




n 


in 


2 


27 


2 


4 


27 


时 ，并令，就得原三次方程的一个根 

x 产 a— 谷 一 a/3 , 




它的另两个根是 


= — G ) 1 fl /3 t 

x s =co 2 <x — o>^_a/3. 


这里 6>— (― 1 +V 3 0/2, 

(-1-VT0/2 (其中 i = n /^ T ) 

■ 

_ 

是/一 1 = 0的两个不是1的根。 

关于卡丹，历史上评价不一，可谓是毁誉参半.在他晚年 
所著《我的生平》一书中，他对自己既有褒扬之词，但也不乏贬 
抑之语。卡丹既是闻名全欧的医生，又是颇为人知的数学教 
授。他既对数学、物理学作出过不少贡献，又精通赌博和占 
星术，而且还曾写过有关赌博的专著.他曾因犯有给耶稣基 
督算命的异端罪行而被捕入狱，然而教皇却也将他奉为座上 
宾，请他当占星术士。在三次方程求根公式的发明过程中 ，卡 
丹还有一段不甚光彩的轶事.这就要从四百多年前的一场数 

学竞赛谈起了。竞赛的内容是求解三次方程.竞赛的一方是 
菲俄 （ A . M . Fior , 十六世纪前半叶），他是意大利波洛那 

( Bologna ) 数学学会会长费尔洛 （ S . d . Ferro , 1465^1526) 
的学生。另一方是威尼斯的数学教授方丹诺 （ N . Fontana , 
1499?〜 1557) •不过他的这个真名鲜为人知，留传于后世的 
倒是他的绰号塔尔塔里亚 ( Tartaglia ), 意思是“口吃 

者”。在他幼年时，正值意法战争。其父被法国兵杀害，他的 

头部和上、下颚被法国兵用马刀砍成重伤。后来，他的母亲 

_ 

在尸骸堆中把他找到，用舌舔其伤口，居然得救，但已得了口 

吃之疾。他自学拉丁文、希腊文，酷爱数学。与^&逢7 -样, 

对求解三次方程很有研究。在1530年，塔尔塔里 k 曾解决了 
另一个挑战者科拉 ( Colla ) 提出的以下两个三次方程求解问 


題： Jf *+3 5, x i -\-6 + B ^—lOOOo 这引起菲俄的不服， 

定于1535年2月22日在米兰大教堂公开竞赛，双方各出三 

十个三次方程。结果，塔尔塔里亚在两小时内解完，而菲俄却 

交了白卷.1541 年/ 塔尔塔里亚得到了三次方程的一般解法, 

准备在译完欧几里得和阿基米德的著作后，自己写一本书公 
开他的解法。此昀.卡丹出场了.他再三乞求塔尔塔里亚把 

解法告诉他，并发誓保守秘密。塔尔塔里亚给他一首语句晦 

_ 

涅的诗。这首诗写得很蹩脚,但的确把解法的每一步骤都写进 
去了.他本人 也说： ‘‘本诗有无佳句,对此我 不介意 .为记这一 
规则,此诗堪作工具 /( 另一种说法是，专丹是在塔尔塔里亚 

的朋友处答应保密后套出了这首诗的）卡丹在得到这一切以 
后.却背信弃 X, 于 1545年把这一解法发表在《大术》这本书 

中，并断定塔尔塔里亚的方法就是费尔洛的方法,他是在与菲 
俄 竞赛时得知的。这引起塔尔塔里亚的板大愤怒，并向卡丹宣 
战.双方各出31题，限定15天交卷。卡丹派他的学生费尔拉 

里 ( L . Fcrrari ,1522 〜 1565) 应战，结果，塔尔塔里亚在七天 

■ 

之内解 出大部 份題目 ，而费尔拉里五个月后才交卷，仅解对了 
一题.塔尔塔里亚本想完成一部包含他的新算法在内的巨著, 
可 惜壮志 未酬就与世长辞了！在三次方程的求解问题解决后 
不久，费尔拉里又得到了四次方程的求解方法。其主要思路 

是： 对于四次方程 


( 2 ) 


x*4-a x 3 + bx*-j-c x+d = 


引入参数 I 经过配方化为 


) 


+ —— — t 


(l 


(3) 


-a 2 —b+ + 


容易验证 (2) 与 (3) 式是一样的.为了保证 (3) 式右边是完全平 
方，可令它的判别式为0: 




( 


) 2 - O’ 


b + t 


at—c 




即选择 < 是三次方程 


一 b 〆 + (tfc — 4 d + 4 bd 


c 


的任一根。把这个根作为 (3) 中的 i 值就有 


(’+1似+如) ' = U \ a ' 




— O + t JC + 


把右边移到左边并 分解因 式得到两个二次方程 


( 


1 — } x 


丄 P — 


— r 3 


2 


2 


4 


4 




2 


4 


这样，就把求四次方程的根化为求一个三次方程和两个二次 
方程的根，因此，可以认为四次方程求解问题也解决了.既 
然有了这个突破，数学家们就以极大兴趣和自信致力于寻找 
五次方程的求解方法.他们发现，对次数不趙过四的方程.都 
能得到根的汁算公式，每个根都可用原方程的系数经过加* 
乘 除和开方运算表出。我们把这件事简称为可 用根号 求解. 

于是人们就 断言： 对五次方程来说，也一僉奋 忐焱侖 永無公 

式•关于这一点，当时的一些著名数学家，如欧拉 （ L . Euler , 

1707 〜 1783)、范达蒙 (Van der m 0 nde , 1735〜1796)、拉格朗 
0 (7. L . Lagrange , 1736^1813), 鲁菲尼 （ P t Ruffini , 1765 〜 
1822) 和高斯 （ K . F . Gauss , 1777〜 1855) 等都曾深信不疑， 


因而都 曾尽力寻找，但都以失败告终. 

首先怀疑这种求根公式存在性的是拉格朗日.他透彻地: 
分析了前人所得的次数低于五的代数方程的求解方法，发现 
都可作适当变量代换化为求解某些次数较低的辅助方程（它 
们被后人称为拉格朗日预解式），然而，对于五次方程，按这 

种方法得到的辅助方程的次数却升至六次，于是此路不通！ 

_ 

1771年，拉格朗日发表长篇论文《关于方程的代数解法的思 
考》提出了这个怀疑。到了 1813年，他的弟子，意大利的内科 
医生鲁菲尼终于证明了拉格朗日所采甩的寻找预解式的方法 
对于五次方程的确是失效的。早在1801年，高斯也意识到这 
个问题也许是不能解决的。可是，包括拉格朗日在内，他们都 
没有给出"不存在性”的证明. 

第一个证明“高于四次的代数方程不能用根号求解”的是 

挪 威青年数学家阿贝尔 （ N . H . Abel , 1802-1829). 他是乡 

村牧师之子，幼年丧父，家境贫困。在中学时，他就读了拉格 
朗日和高斯关于方程论的著作，探讨高次方程的求解问题。 

1824 〜 1826年,他写出《五次方程代数解法不可能存在》一文, 

_ 

但髙斯等人表示不理解。阿贝尔在数学方面有很多独创性成 
就,在当时都未能被重视。由于贫病交迫，1829年4月6日死 

于结核病，年仅27岁。在他逝世前不久，曾把一些研究结果告 
诉了拉让得 （ A . M . Legendrc ， l 752 〜1833)。就在他离开人间 

的第三天，柏林大学给他寄来了教授聘书 

术过，鲁菲尼和河贝尔的证明毕竟是不很清楚的,甚至还 

■ 

有一些漏洞< 阿贝尔并没有给出一个准则用来判定一个具体 
数字系数的高次代数方程能否用根号求解。作为历史，他们的 
功绩不容抹煞，但是，若与不久以后出现的伽罗瓦的辉煌成 
就相比，就大为逊色了！ 


■ 


o 


伽罗瓦 ( E . Galois , 1811-1832) 是法国青年数学家.他 

是巴黎附近一个小镇镇长的儿子，15岁进入巴黎的一个有名 
的公立中学学习，偏爱数学，后来想进多科工艺学校（即工科 
大学），可能是由于口试失误或者主考教€不理解他的思想， 
竟两次落榜，只得进了一所低等的预备学校.此时，他专攻五 
次方程代数解法。第一年就写了四篇文章。1828年，十七岁的 
伽罗瓦写出《关于五次方程的代数解法问题》等两篇论文送交 

法国科学院，但被柯西 （ A . Cauchy , 1789 〜 1875) 遗失了。后 
来.他又把另一篇文章送给傅利叶 ( I . Fourier ，1768-1830), 

不久，傅利叶去世，也就不了了之.1831年,伽罗瓦完成了《关 
于用根式解方程的可解性条件》一文，院士泊松 （ S . D . Poi - 

,1781-1840) 的审查意见却是“完全不能理解”，予以退 
回。1830年法国七月革命时，他因批评学校的学监不支持革 
命而被开除，又因政治罪两次被送进监狱.1832年4月出狱 
住医院治病.出院当天，在路上遇到两个不速之客，相约于第 
二天决斗，结果他因受重伤于5月31日离世，时年不满2〖岁. 

在决斗前夜，他深知为女友决斗而死毫无意义，但又不甘示 
弱.当晚，他精神髙度紧张和不安，连呼"我没有时间了！ ”匆 
忙之中，他把他的关于方程论的发现草草写成几页说明寄给 

他的朋友，并附有如下一 段话， 你可以公开地请求雅科比 
(C Jacobi ) 或者高斯，不是对于这些定理的真实性而是对于 

其重要性表示意见.将来我希望有一些人会发现把这堆东西 
注释出来对他们是有益的到了 14年以烏的1846年，柳维 

尔 ( J . Liouville , 1809-^1882) 在由他创办的《纯粹数学和应 

用数学杂志》上发表了伽罗瓦的部份文章。关于伽罗瓦理论 

的头一个全面而清楚的介绍是在若唐 （ Cjordan, 1838- 
1922) 于1870年出版的《置换和代数方程专论》一书中给出 


SSQ 



的。这样，伽罗瓦超越时代的天才思想才逐渐人所被含理解 
和承认，至今已成为一门蓬勃发展的学科一抽象代数学。伽 
罗瓦避开了拉格朗日的难以捉摸的预解式而巧妙地应用置换 
群这一工具，他不但证明了如下的一般代数方程 




当«>5时不可能用根号求解（这里系数心可取任何复数）, 
而且还建立了具体数字系数的代数方程可用根号求解的判别 
准则，并举出不能用根号求解的数字系数代数方程的实例. 
这样，他就透彻地解央了这个在长达二百多年的时间中使不 
少数学家伤透脑筋的问题.不仅如此.伽罗瓦所发现的结果, 
他的奇特思想和巧妙方法，现已成为全部代数的中心内容。 
在这一点上说，他作为抽象代数的创始人之一是当之无愧的. 
他的贡献决不限于解决代数方程根号求解的 问题. 


直尺作 


在历史上，限用圆规直尺的古希腊四大几何作图难题:，一 
直引起无数数学家和数学爱好者的浓厚兴趣。这里所说的直 
尺是没有刻度的，并且要求作图必须在有限步完成.为什么 
非要限用圆规直尺作图呢？希腊人认为，直线和圆弧是构成 
一切 平面几 何图琅的基本图形，而直 R 和圆规则是直线和掘 
弧的具体化.他们甚至认为只有使用圆规直尺作图才能确保 
其严密性.到了公元前三世纪的欧几里得时期，创立了以五 
条公设为基础的欧氏几何，就更加严格限用圆规直尺作图了. 
现在我们把这四个难题逐一介绍一下.我们 约定： 凡说到"可 



作”，总指限用圆规直尺能在有限步内 作出。 

(一) 将任意角三等分. 这等价于将任意一段圆孤三等 
分。中学生学会了用圓规直尺把任意角二等分。那末，自然要 
问： 能否将任意角三等分呢？在历史上的确有过一些三等分 

角的作图法.早在公元前五世纪，希腊人喜皮亚斯 ( Hippias , 
生于公元前425年左右）特地为此发明了一 种割圆$线 ，用 

它可把任意角三等分.割圆曲线的作法 如下： AB 


垂直于 ZD , 且作平行于将 绕 
J 点顺时针$手转到•，将议：勾速平行下移与 JjD 

重合•设^会到 AD r f^ f BC 移到 B f C r 9 AD ' 与交 

于及，则这个及就是割圆曲线上的一 般点. 如果割圆曲线 
已经作出，那就可把任意角三等分了.不妨设史, 

作垂直于在上的垂足是孖。把线段三等 
分(这容易用圆规直尺作出，见第 137 页），使 = f H|/ 

3 ，过作 3" C 〃 平行于,交割圆曲线于，注意到割圆 
曲线是按照两个“勻速”的要求作出的，所以必有 


Z-EMP 一 |丑，丑1 _1 \ E f H \ _ 1 ZKMD 


I^BI 


\AB 


90 


90 



于是 ZE ¥ AD = ZE 9 义1)/ 3 =?)/ 3 。可惜的是这种割圆曲线是 

决不可能只用圆规直尺在有限步内作出的. 

到了公元前三世纪，希腊数学大师阿基米德 （ Archimed ¬ 
es , 公元前 287-212) 曾给出一个非常简单的 方法： 任给 

=9>,设 F 和 P 是某直尺的两个端点.用有色笔在此直尺 


为半径作 


上任意画上一个点五。以0为圆心，以 

半圆.交角9的两边于 Z 和现在这样来放置直尺，让 E 
在圆周上滑动， F 在 0 B 的延长线上滑动，恰使此尺过/点， 


则有 


q>— j/AOB = /_AFO^r ZOAE 

= ZAFO +/ OBA ^ 2 / LAFO-b ZEOF 

= 3ZAFO f 

9 4 

所以可惜，在直尺上画上点五不符合规尺作 
图的规定。稍为 放松」 点”要求，三等分任意角就奇作了！ 
类似这种不易觉察的“想当然”式的漏洞，三等分角者 经常会 
不自觉地产生。当然，阿基米德知道这是犯规的，但苦于无 
法否定它的可作性。在本书中我们将要证明，的确存在不可 
以三等分的角，例如 6 CT 。 另一方面，只要《不能被 3 整除，角 
crujr / n 必可三等分。在一百多年前，这个问题已有 定论： 
三等分任 意角不 可作。企图用圆规直尺把任意角三等分， 就 
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象 企图发明永动 机一样，是决不会成功的. 

(二)倍 立方。 根据历史记载，公元前彳30年，雅典城流行 
鼠疫，居民们向地劳斯神殿请求驱除癍疫, k 神命令他们把现 
有的立方体祭坛的体积扩大一倍 f 但仍要保持立方体的形状。 
于是倍立方问题就产生了。人们去请教柏拉图 （ Plato ), 他 

说，巫神之意是借此遣责希腊人不重视数学，并对几何学不够 
尊崇.当然,这些都是传说而已.其实，提出这个问题也是很 
自然的 a 因为以任一正方形的对角线为边所得的新正方形， 
其面积恰是原正方形面积的两倍.这是一个倍平方问题.转 
而考虑立方体就是倍立方问题了 9 古希腊的毕达哥拉斯学派 

的希波克拉提斯 ( Hippocrates , 约公元前 460 年)早就 指出： 

倍立方问题可归结为求线段《与 2 a 之间的两个比例中项^ 
和的问题，这里《是给定立方体的 棱艮: 


x—x : y — y : 2 a 


事实上，此时有 r f y ― 2 qx f 文 4 =(3 3 分 2； = 在等式两 

边约掉 x 后即得 


于是棱长为^的立方体 
的体积就是棱长为 a 的 
立方体体积的两倍.但 
是，这个％如何作出呢? 
后来有人用两把直角尺 
(称为矩)作出了这个 a 
其作法如图3所示。任 

作两条互相垂直的直线 


： 1 •私 



AT 妒和 AM , 交点为 O 。 截取 | OB |=〜 | OA |=2 〜取 

两把直尺甲和乙。让甲的直角顶在〃上移动， 一 条直角 
边通过3点；乙的直角顶在，^上移动， 一 条直角边通过 
B 再如此协调甲和乙的位置，使它们的另一对直角边正 
好重合，这样就产生了图上的 M 和 N 两点。 于是丨 
10 M 卜 y . 此 x 即为所求.显然，这不能算是圆规直尺作图 • 
我们将很容易地证明，作出倍立方体的棱也是圆规直尺无 

法办到的. ， 

(三) 化鼷为方. 求作一正方形使其面积与给定圆的面积 
相等.这是历史上曾经风糜一时的等积问题(作新图形与原图 
形的面积相等)的特例.欧洲文艺复兴时期的达 • 芬奇 ( Leo * 

nardo de Vinci , 1452 〜 151 9 ) 曾很巧妙地解决了这个 问雇： 


以半径为 r 的已知圆为底作一圆柱,其髙为 r /2 .将这个圆柱 
在平面上滚动一周，产生一个矩形，其边长为 r /2 和以 
tnr + r / 2 为直径作一半圆.在分点 Z 处作一垂线交半圆于 



点，则 


I 圳，=士 


2 7 Cr~j(r 


因此，以 I 乂 B | 为边 K ： 的正方形的面积就是已知圆的面积 9 但 
是这种方法也不符合圆规直尺作图的规定。如果设已知圆的 
半径为1,则面积为\于是要作的正方形的边直 

到 188 2 年，林德曼 （F • Lindemann ) 证明了？ r 是超越数以 

后，才知道限用圆规直尺实现化圆为方也是不可能的。 

(四) 作正 n 边形 9 这等价于把整个圆周《等分，早在古 
希腊的欧几里得时期，人们就知道边数为 


3,5,15,2 ,2.3,2.5,2.15, 


(«是任意自然数）的正多边形是可作跑.但在以后的二千多 
年的时间内却毫无进展，甚至数学家们一致声称不存在其它 
可作的正多边形了！在这个问题上，第一个作出卓越贡献的 
当推十八世纪末的德国天才数学家高斯。1796年，这位年仅 
19岁的大学生限用圆规直尺作出了正十七边形。当时，高斯 
兴致冲冲地去告诉他的导师，然而得到的竟是冷嘲热讽。因 
为这个发现太出乎意料了，使人难以相信。由于这位教授也 
曾炫耀过他的诗集.于是高斯回敬他是“数学家中最好的诗人 
和诗人中最好的数学家” •为了永远纪念高斯在青年时代的这 

个重要发现，1855年他逝世后，在他的母校哥廷根大学建立 
了以正十七边形棱柱为台座的高斯象.此外，高斯还进一步 
断言： 一个正《边形可作当且仅当 《 = 这里 e 是 

任意自然数或0上，…,是 s 个两两不同的形如2^ + 1的素 
数。当时，高斯仅证明了这一断言的充分性，其必要性是由旺 

釆尔 （P • L • WanUel , 1814-1848) 于1837年证明的。我们 
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也将用伽罗瓦理论证明高斯的这一结论。 

解决这些乍看起来似乎并不困难的问题，怎么会经历如 
此漫长而又艰难的岁 月呢？ 二千多年来，曾有无数人将自己 
的聪明才智倾注在这些难题上，但未得到丝毫结果，其原因就 
是缺乏一些新的工具，拉格朗日使用的工具 —— 预解式，在 

5时失效了.直到伽罗瓦等人找到了真正有效的工具—— 
抽象代数学中的群、环和扩域理论,这些长期折磨着人们的难 
题才 一一 ^迎刃而解。这就是我们在下两章中要讲的内容。由 
于这些内容涉及到许多抽象代数的重要概念，这些概念不但 
对解决上述古典难题必不可少，而且也是抽象代数这门学科 
的基础，因此我们打算由浅入深地将它们向读 者作些简要的 


介绍 
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第二章群的基本知识 


§1集合与映射 


抽象代数学有两块重要的基石.一块叫 集合。 另一块叫 


映射 


集合这个概念大家是很熟悉的。例如，某些数可组成一个 
数的集合，某些平面向量或空间向量可组成向量集合。另外， 
还有矩阵集合，多项式集合，函数集合，点集合，线集合，面集 
合等等 a 在本书中除了要用到这些常见的集合以外，主要是讨 
论由某些变换组成的集合。关于变换的定义将在本节末引进。 
通俗地说，把某些(数量上可为有限或无限)研究对象放在一 
起，就组成了一个集合 S ,而且我们总可判定任一对象是否厲 

于某个给定的集合 S 。 例如，令 Z 是由全体整数组成的集合。 

+ 

任给一数，如果它是整数，则属于 Z ，否则就不属于 Z 。 属于集 
合 S 的对象私为 S 中、的元素•在对集合作一般性讨论时，我们 
不再关心那些元素 S 竟長義着什么东西 6 因此,元素是个抽象 
概念，它可以是任意需要研究的对象。特别需要指出的 是：集 
合中的元素本身也可以是集合。例如，一所学校的所有班级组 
成一个集合，而每个班级又是由该班全体学生所组成的集合。 

现在，我们把集合论中常用记号先向读者介绍一下。如 


果 a 是集合 S 中的一个元素，则记为 as ; 否则，记为 
设 J 和 S 是两个集合。如果4中任一元素都在 S 中，则记为 

此时•称4是£的子亭， B 是 Z 的《广争•如 

果/中元素都在 B 中，且至少存在二+元素而则 
称/是 5 的奇子,， 丑 是 W 的 真扩集， 记为 jciB 或 BzdA . 
如果 」 SB RBhA ,则称这两 谷相等 ，记为.今后, 
我们将经常采用证明和5^2的_途’径得出 A ^ B 的结 
论。既 属于/ 又属于£的元素集合称为 Z 与 S 的交集，记 

为 ZflS 。 由 Z 和 B 的所有元素组成的集合称为3与 B 的 

_ 

并集，记为常用的集合表示法有以下两种.如果 S 中 

仅包含很少几个元素，则常采用例如，从0到5 

所有整数组成的集合可记为3, 4,5}. 不过，在 

不会引起误会的前提下，也可用 S =0:2; …： 埘表示 1到 n 

的所有自然数，尽管《可以是很大很大的自然数 . 对于一般 

集合(有限集或无限集)％常采用，性表例如,从 0 到 
100的所有偶数组成的集合可记； * * * * 

是偶数，满足 Ogr ‘100}. 

又如行列式为1的《阶实矩阵全体组成的集合可记为 

5={ i 4 1 2为 n 阶实矩阵， det ^4= l } # 

这里， x 和3都是属于这个集合的元素名称或记号，写在竖 
号的左边.在竖号右边的是一张表示该特性的 w 说明书' 根 
据这张说明书可确定某个数％或矩阵4是否属于所 讨论的 

集合5。当然，为了保证集合中元素的确定性，不允许出现 

_ 

那种含糊不清的说明书。在特性表示法中，也可不写出元素 
的名称 # 例如， 


wwm 


实系数一元多项式} 

就是 表示由 所有的 系数为实数的一个变元的多项式组成的集 


ia 



合.在本书中，我们约定采用以下记号代表有关集合，使用 
时就不 一一 说 明了： 


整数有理数>, 

及实数}， 复数}， 

数域 F 上一元多项式}①， 

实系数 n 阶方阵}， 

实系数《阶可逆阵 K 
弘„(]?)= <行列式为1的实系数 n 阶阵 }, 

这里的花括号都有“全体”的意思。若 S 是某一包含数0的 
数集，去掉0后剩下的集合记为例如表示非拿有理 
数全体， F 表示非零实数全体，等等。如果 S 是有限集，则 
用! S | 表示 S 中所含元素的个数。 

在引进映射的概念之前，让我们先回忆一下单值函数的 
概念.例如， 


4?+5?—6《+3, x 

y ^ sinx , 还有符号函数 g = sgn 它对正实数 r 取值 i : 
对0取值0;对负实数％取值一 1 . 这些五花八门的函数有 
一个共同之 处:对 于定义域中任意一个^值，都可根据函数表 

达式求出 f 了的2/值与之对应•我们称它们为平早 

易见， y—±*J x , j/=arctgx 都不是单值函数。 y=lnx 是 

单值函数，但是负数无对数. 一 般地，用表示&是 
^的(单值)函数.其实，就其本质来说，函数关系不必写得如 
此烦琐，仅写即可；给定 一个％ 值，就可唯一确定函 
数值这件事也可表示成 


y 






f : X —/ W 或 x ― > f ( x ) 


⑴ 


①详见第三聿§1 
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读作函数关系 f 把 r 变为 fix ). 这样就把 f 和 X 拆开 I , 
f 仅是一个函数记号，它的意思是，根据函数关系 f , 对于任 
一 X 值都可唯一确定函数值/所以这个 f 实际上是一 
个对应的法则。上述表示法 (1) 仅说出了元素之间的关系，有 
时还需要说明两个集合之间的关系。例如，给定某个函数关 
系如果对任一 实数心 得出的 f (幻仍是实数，就说 f 确 
定了实数集 i ? 到 i ? 的一个映射，记为 

f : R ―>2?或 R-^R. 

在上述各例中， Vi 是非负实数集到的映射（当然也 

是复数集 C 到 C 的映射），符号函数 sg n ( x ) 是 i ? 到三元集 
< — 1, 0，的映射， sinx 是 J ? 到实闭区间〔一 u 1〕的映 
射。读者试对 〆 和 In * 作出相应的叙述。 

映射离不开集合，关于两个集合之间的映射的定义是 

P 

定义 W 设3和乃是两个集合.如果存在某个对应法 

则/，使对任一 都能唯一确定乃中一个元素^与之 

_ 

I 

对应，则称/是 ^ 到 D 的一个 单值映射 ，记为 


称 4是 在 f 之下的 象，称《是 V 在 /之下的某个 

注意， z 中不同 W 元素在乃中可以有同一个象，如, 
x — sinx 是 i ? 到〔一 1, 1〕的单值映射， 不同的 x 可以有 

相同的正弦值 • 又如』 — det 』 是到1?的映射，但不 

s 

同的矩阵可以有相同的行列式。因为我们只讨论单值映射，以 
后就省略“单值”两字了。一个 i 到 D 的对应法则称得上是 
一个睞射，它必须满足三个条件：』中任一元素都有象，象 
必在乃中，且象是唯一的 9 此三要素缺一不可！映射的第三 
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种表示 法4 =。 是本书中采用的主要记号。把映射 f 写在3的 
右肩上表示《在 f 之下的象。于是函数/(%)作为一种特殊 
的映射，函数值 f (4 就是这种写法初看起来很别扭，但 
读者将会发现，在很多场合下，它既是方便的，又是合理的, 
所以必须习惯于这种记号。 

设 f 是 Z 到乃的映射。如果对任一 必存在/ 

使 d = a 、 则称 f 是乂到 D 的 满射， 或说 f 是/到 D 上 

的映射。如果对义中不同的元素 V 在 f 之下有不同的象，即 

b ， 则称 f 是3到 D 的 单射。 如果 


a f = b f 当且仅当 

f 既是满射，又是单射，就称为或了了$孕，此时， D 中 
任一元素必是」中某一元素 i W 象, • Kc ^ d 的唯一的 

原象.特别地，当/和 D 都是有限集合时，所含元素的个数 

必相等。学到这里，读者应能造出一些映射，并判定哪些是 

单射、满射或双射 . 映射概念是函数概念的推广，这是一个 
很重要的"抽象”. 

在定义1 . 1中，乂和 D 可以是两个任意的集合，特别 
地，如果即/是2到/自身的映射，则称 f 是4 

中的3到 /的满 射称为，芊学，单射称为平宇换，一 

一映侖森 为 77 年士 有一种 特殊的 •变换称为 •序年 它 

保持 j 中任二芫余 木变： a ->«, Va £ A t 这里具 

有“ 所有' "对一切’’的意思 s 常用 h 表示4中的恒等变换。 

在不会引起混淆时，就用1表示恒等变换。当然，它并不是 

数字1。易见，恒等变換必是 一一 变换 。 

设2是某个取定的集合.考虑由4中变换全体所成的 
集合7\对于 <7, TGT 1 , 可定义 or 与 T 的乘积 flri * 是 


f = (a CT )\ 


^-aeA 
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这就是说，对于/中任一元素规定在 (7 t 之下的象是 
( a ° y , 即先求出 a 在 a 之下的象 〆 ，再求出 y 在 T 之下的 

象 ( W . 易见， 

概念的推广和抽象.两个函数 f 和 g 的复合函数 fg 是新函 


也是/中变换，变换的乘积是复合函数 


G X 


数 


(fg)(X) = f 〔 g(X )〕， 

这里，在 fg 中， g 后写但先求值 Hr ), f 先写 ，但后求值 

■ ， S 

fCg (^) L 这就给了人们一种颠倒的感觉.如果采用我们的 
记号，则/和 g 的复合函数应是 


f =(x g ) f $ 


这样，求值次序与书写次序就一致了！众所周知，（化)(夂)与 
(g f ) ( X ) 未必是同一个函数，而函数是映射的特例，所以两个 
映射0和 r 的乘积 ar 与 rcr 也未必相等 • 因此，在作变换的 
乘积时，必须讲清楚是 a 与 r 相乘还是 t 与 or 相乘 • 这与数 

的乘法有本质性不同.若 or 是3中任一变换，1是2中恒等 
变换，则由乘积的定义立刻得到 


所以恒等变换又称为 单平字 

设 h a 和1•是‘备2华的三个变换，则从下图可直观 
地看出变换的乘法满足结合律： cr ) T =< p ( ar ) 


图5 


即先求出 P 与 cr 之积再求与 T 之积，或者，先求出 
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与 T 之积 cr T , 苒求 p 与 err 之积，所得的结果是一样的.读 
者应该记住这件事情，以后用到时就不再说明了. 


的定义 


群的概念属于代数学的范畴，它是伽罗瓦在十九世纪三 
十年代提出的,但是,迟至下半世纪才真正被人们所理解和接 

受. 至今一百多年来，它在数学的各个分支和物理学、力学、 
化学、生物学、汁算机科学等方面都有越来越广泛的应用。同 
时，实际应用的需要又促使群论本身不断得到丰富、深刻和 
提高.可以预见，以群 g 为基础的抽象代数学必将与拓扑学 
一起成为各个数学学科的基础知 i 只和‘基本工具。这无非有两 
个方面的原因.其一，群论作为一种工具，能在较高的观点 
上，把一些形式上很不相同的代数系统，撇幵其个性，抽出 
其共性，用统一的方法描述、研究和推理，从而得到一些反 

映事物本质的结论，再把它们应用到那些代数系统中去.高 
度的抽象产生了广泛的应用•其二，根 fg 需要构造出一种 
新的群，再迎刃而解.因为 
群的结构往往的本质就是运用置换群理 
论解决了高次代数方程根号求解等疑难问题的. 

群虽然是一个抽象概念，但却有着无数的实际背景。不 
知你是否意识到，在数学中,在其它学科中，甚至在日常生活 
中.到处都有群。例如，任意两个整数相加仍是整数，整数的 
相反数仍是整数，0是整数，我们就说，整数全体 Z 是一个加 
法群。再考虑非零有理数全体两个非零有理数相乘是非 
零有理数，任意一个非零有理数的倒数必是非零有理数，1是 


非零有理数，我们说是一个乘法群 # 以后我们将要说明, 

钟面上的 12 个钟点数，每年中的 12 个月，每星期中的 7 天, 

每小时的 60 分钟等等都是加法群。另外，空间中的刚体运 
动，晶体的结构，化学分子的结构，生物的形态等等也都可用 
群论方法来研究.总之，群是某个集合，其中定义了某个运 
算，另外还满足某些条件.群的确切定义是 

定义 2*1 设 G 是某个非空集合.在 G 中定义着某个运 

如果满足以下条件 

_ 

(1) 封 闭性： 对任意有唯一的运算结果 

(2) 结 合律： 对任意〜 cec f 有 (《•&)< 

( 3 ) 单 位元： 存在某个元素使得对任何，都 


算 


U 


99 


* 


參 


(&.C); 


有<? 


(4) 逆元： 对任一必存在某个元素&€仏使 


则称 G 关于这个运算“ •”构成群，记为 (G, •). 

满足第 (3) 个条件的那个元素、称为单$元，每个群只有 
一个单位元。一个元素是不是单位元，当>^与'具体的运算有 
关.如果运算是数的加法，则单位元是数 0.0+fl=fl + 0==t 
如果运算是数的乘法，则单位元是数1,1〜=心1 
第 (4) 个条件的元素&称为的逆元，它由《唯一确定，通 

&于数 的加法来说， a 的逆 
元是 a 的相反数 一 Q* a+ (— fl)=( — a ) 十对于数的乘 
法来说，《的逆元是3的倒数 1/a, a ( i / a )^(\/ a ) a ^ l . 易见， 

只有非零数才有逆元 9 在这里需要强调指出，在群的定义中, 
运算" • ”是一个抽象的记号，它可以代表加法，可以代表乘 
法,也可以代表任何其它运算，具体的群需要有具体的规定 • 
为了便于作统一的讨论，我们就把它称为“乘法”，而且经常 


满足 


常记为 a— 1 ， 有 
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省略这个乘号，干脆把缩写为以。但必须注意,若是加 
法，则它表示严格说来，讲到群必须讲明是哪个集合 
和哪个运算。例如,整数集 Z 关于加法成群，需写成 ( Z , +)。 
由于不等于土 1的整数的倒数一定不是整数，所以 Z 关于乘 
法不成群。但是，群的这种带有圆括号的写法毕竟是个累赘， 
因此，在不会引起误会的前提下，或者所讨论的命题是否正确 
并不依赖于运算的具体规定时，我们径直用 G 表示群 • )， 
它的含义就是 G 关于某个运算成群。例如，可把群 （ Z , +) 
简写成群如杲群 G 中仅含《个元素，则称 G •是 n 群, 

并记为 | G 1= n .我们称这种群为育$呼。不是有限群•的群 

称为夯 * 

个定义可以验证，偶数全体是无限加法群，但不 
是乘法群。奇数全体、自然数全体既不是加法群，又不是乘 
法群 • 是无限乘法群，但不是乘法群。如果把钟面上 
的12点规定念作零点，则12个钟点数<0,1 ，2, 

—个12阶加法群，0是单位元。由3 + 9=12 = 0知，3的逆 
元是9, 9的逆元是 3. 同理，若把星期日念作星期零,则一周 
中的7天就是7阶加法群。 

以上考虑的集合 G 都是数集，而且运算是数的加法或乘 
法. 但是.还存在大量的群 ( G , •), 其中 G 不再是数集了. 
例如，实系数多项式全体 EO 〕 关于多项式加法成群，但关 
于多项式乘法不成群①，关于矩阵加法成群，关于矩 
阵乘法不成群。(幻和 SL . ( R ) 关于矩阵乘法都成群，但 
关于矩阵加法却不成群。 

设 G 是群， G 中任一元素0必有逆元 ： aa ~ l ^ a~ l a = 


，11 } 就是 


畢» «廖« » 


①关于多项式的运算见第三章§1 
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^ 根据这一事实可以证明在群中巧辛乎成立，即若有 

两 边左乘得 eb — ec f 可由 ba—ca 推得 

由于对 fl ， bQG 未必有 ab = ba ， 所以当时未必 

有& 同理，也不能由推出因此，在 

群中只有位于等式两边同侧端点的相同元素才能被消去.运 
用群中消去律可得出有限群的一个重要性质.设 G ^{ a it a if 

…… ， a n } 是《阶群。任意取定某个 〜 eG , 把它左乘 G 中所 
有的元素，得到集合 


QC 


9 


Gi = { ai a 


根据群中乘法封闭性知，如果在中某两个元素 

a *, 则由消去律得 A 

元素两两不同，于是必有同理可证 


相同: 


所以 G , 中 n 个 


a i a i —a 


Ok 


G 




变换群与置换群 


在伽罗瓦理论中主要考虑变 _ 群，其研究对象是某些变 
换，而变换就是某个集合中的映射.设 s 是某个取定的集合。 
把 S 中全体变换所成的集合记为 r 。 在 r 中已定义了变换 
的 乘法： 对 cr , r ^ T t 规定 


(OS YflES, 

那末要问 ( r , •) 是否成 群呢？ 这里运算’ 

法。显然， s 中的变换的乘积仍是 s 中的变换，变换的乘法 
满足结合律，恒等变换1是 r 中单位元。可惜第 (4) 个条件朱 


o C 


取为变换的乘 
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必满足，即对 r ，未必存在逆变换 Ter 使•对 
此，我们只要举出一个反例就够了。例如，取 C 是这样一个 
变换，它把一切 X G S 都变为 S 中某个确定的元素 a ,即 V == a , 

^■ xes . 如果存在 rGr 使 crr = 1,则应有欠=欠”=0' 

¥ xes . 这说明任一 XGS 都是这个 a 在 r 之下的象。因此, 
当 | S | S 2 时，就与象的唯一性要求相抵触，这个 T 不是单值 

变换 s 由此可见，这个 a 不存在逆变换. 

那末，哪些变换一定存在逆变换呢？我们证 明：某 个变换 
存在逆 变换. 当且仅当它是一一变换。这种存在逆变换的变 

换称为可¥ 事亨. 设 or 是可逆变换，则存在 

=1. 任取 〆 € S , 记 则 a € S , 且 a ^^ ia 1 ) 1 ° = a r , 

这说明 o ■是满射.又若对 MS 有， = M ， 则 
即 a — b t 这又说明 a 是单射。于是， cr 是一一变换 。 反之， 
设 a 是 一一 变换，即是 S 到 S 的双射，则对任一 i € S , 必 
存在唯一的使，= 〆 •如令： t : a r ~^ a , 这里 fl a =< a f ， 
则 T 也是 S 中的一个变换 • 由 = 知， crr = 

U 又由 (^) 

换。这样，可逆变换与 一一 '变换就是一回事了！集合 S 上的可 

逆变换全体关于变换乘法成群，称为集合 5 上的年平，① 

在伽罗瓦理论中起关键作用的是一种特殊的全&_一 
置换群，它就是仅含〃个文字(或序号）的有限集合 S ={1,2 

……， 上的变换群.现在，我们来详细地说明它的构造. 

若 n = l , 则 S ={ 1 } 上的变换仅有一个，即恒等变换^逐 

也构成群，这是只含 


,W &知， T 0=1 •所以 cr 是可逆变 




f 


个检验群的四个条件可知 ， 


①一般书上是把它的子群称为变换群 
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- 个文字的集合 S 上的变换群，这里 ( i ) 表示把1变为1的 
恒等变换. 

若 K = 2,则< 1; 2 > 上的变换仅有以下 两个： 一 
个是恒等变换，它保持1和2 不变； 另一个是把1变为2, 2 

一变换，依次记为 g 和 G 0° 

在这种记号中，第一行就是 S 的元素，且按自然顺序排列.位 
于这行中每个文字下面的对应文字就是它在此变换之下的 

象.例如 ， (2 i ) 

确定某个一一对应关系来说， 


变为1 . 这两个都是一 


1. 当然，就 

(1 i)^(i n 没有丝毫 

同理 ， g 0与 g u 都表示 
互换1与2的变换，所以 S ={1，2} 上的变换群可记为 


表示这个变换把1 —2, 2 






区别，都表示恒等变换。 


{ (⑴ •（；？)} 


S 




它是2阶群.这个群的几何背景 如下： 在平面上任取一个线 
段，其端点分别标为1与2。变动它的状态，使其所占平面位 
置不变，至多改变其端点的序号。易见，这种变换仅有 A 中的 

两个： 保持！ 


• 不变，或把< 

3.可证 S ={1; 2, 3} 上的一一变换共有以下 


变为 


若 


六个 


_ // 1 2 3 \ (\ 2 3\ /I 2 3 \ 

- 1 Al 23)，（231)， l 312)， 

/ 1 2 3 \ /I ? 3 \ /I 2 3 \1 

\132/ , \321/ , \2 13/J # 


5 , 


它们相当于把顶点编号为1, 2, 3的平面正三角形作如下变 
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, 不变其平面位置，至多使顶点编号有所变动 




这里仍然认为 


/ 1 2 3 \ /2 3 1 \ / 

\23l/ > \3i2/ f V 


)，（ m ) 


L 因为上述&中的六 


都代表同一 变换： 1 — 2， 2 — 3, 3 
个变换是$=<1, 2, 3〉上仅有的 一一 变换，所以它们关于 
变换乘法必定成群，对于变换的这种新记号，我们应该具体 


地熟悉一下两个变换的乘法是如何汁算的 。 例如 


/123\/123\_/123\ 
\3 12/ V 2 13/~\32 1/ 


汁算过程是这 样的： 第一个变换把1变成3,接着第二个变 

换又把这个3变为3,所以它们的乘积把 i 变为3。同理，它 
们的乘积把2变为2, 3变为1,因此，相乘结果必是 

类似地， 


( 


12 3 
3 2 1 


O 


/123\/123\_/123\ 
\2 13/\312 ； ~\132/ 


由此也可看出，变换的乘积与它们相乘的次序有关，而且求变 
换的次序与书写次序一致. 

够了！我们不再对 ” = 4 , 5 , 

从具体到抽象，从特殊到一般，让我们一跃而考虑任意自然数 


等情况一一细说了 
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， n} 上的 一一 变换全体记为 j 

■ ■ ■ 一 - — •■一 …一 一 

般形状是 


«的情形.把5={ 1，2, 
它关于变换乘中^ 




2 


in , 而 

都是 i 


它表示把1 


f «一> 


的任一排列，即 U 
到《之间的某个自然数，而且所取的数没有两个是重复的。 
这好比把点号是1到《的 T2 张牌任意洗乱后撒开来排成一行 


是 1，2， 


7 


攀* _ 


* * « 


tf 


一样。通常把打元有限集合上的一一变换称为7!元置换。由 


于它的几何背景是把平面正 n 边形的 n 个顶点作一些置换， 

保持其平面位置不变，也就是说，它是一种几何对称变换，昕 

* 

以置换又称为对称， 心 就称为 n 次对称群。因为《个文字 

的备种排列共有 w/ = 1.2.3 
伽罗瓦依凭着这个群解决了代数方程根号求解的问题,因此. 
我们要用较大的篇幅研究它。 

我们采用的记号，不但含义应该确切，没有两义性，而 
且应力求书写简洁.使用方便.置换的上述写法，则令人很 
不满意，一则，每个置换都要写出上下两行，这太占篇幅. 
再则，第一行千篇一律都是从1排到《,文字与位置的编 
号一致，这本身就暗示着记号可以简化。倒如，在 心中, 

置换会)仅把 

可把它简写为 （1 2)，它的含义是把前一个文字1变为后 一 
个文字 2 f 再把尾巴上的文字2变为头部的文字1，不把3写 

(H”） 可简记为 
4 — 1, 而保持3不变 • 


种，所以 S , 是町阶群. 


# • • • 


1与2互换一下而保持3不变，所以就 


出就表示3保持不变。又如，在中, 


( 1 2 4)，它表示把 1 — 2, 2 — 
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另外，恒等变换不变任何文字，但总不能一个文字都不写出， 
于是干脆把它记作 (1), 它表示不变任何文字.于是3次对称 
群可记为： 


5 3 ={(1 ), (12 3)，（13 2)， （2 3), (13), (12)} 


引进这些新记号后， 置 换的乘法也简化了.例如， 

(1 3 2 )( 1 2 ) = ( 1 3), ( 1 2)( 1 3 2) = ( 2 3 ) 


再如在 S 6 中 


t 


(1 4 5^ 23)(3542) = (12563), 

它是这样算出来的 :经过 先左后右两个置换把 

所以相乘结果是 


3 — 5， 5—6—6， 6 — 2—3， 3—1 — 1 

琴 

(1 2 5 6 3), 不变4。上述这种圆括号表示的置换称为轮换, 


f 


这是由于它的 变换方式是把前一个变为后 一个,且头尾相连, 
好象时针在钟面上 轮回转圈一般 。 因此， 


(1 2 5 6 3) = (2 5 6 3 1)=(5 6 3 1 2) = (6 3 1 2 5) = (3 1 2 5 6) 


它们都代表同一个轮换。再 考虑心 中的如下置换 \ \\), 

它是互换1与 3 和互换2与4的结果。这说明我们可把这四 
个文宇分成两 组：彳 1, 和{2, 4}, 它们在变换时互不相干， 
可分别考虑•我们把这一置换简记为 （1 3)(2 4)。因为这两 
个轮换没有公共文字，它们相乘的次序是可以交换的 t 所以也 
可写成 (2 4)(1 3)。这说明，原来的四元置换可分解成两个 
二元轮换的乘积 

一 般地，如下特殊的 n 元置换 




( 


… 
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(其中没有写出来的都是在 cr 之下保持不变的文字)可简写为 


£7= (/ A i 


它表示 


h — ip 我们把它称 

为轮换彳表示它的长度。例如， （1 2 3) 是3_轮换， （1 5 


2 3 )是 4 -轮换等等。特别，2-轮换 （/ y ) 称为对换，它仅互换 

t * 

i 与 i ， 而保持其它所有文字不变。可以 断言： 任一置换必 
可唯一地分解成若干个 互不相 交（即没有公共文字)的轮换之 


积，这些轮换因子的书写次序可以任意调动，也就是可以交 
换。要证明这个结论并不困难，下述例子的分解方式具有普 


遍性 


1 23456789 


( 


=(1 4 5)(2 7 3 6) (8 9)。^ 


476512398 


其分解方法是从1出发，得 1—4—5 — 1, —旦有数字重复出 
现(例如 1) 就关门，形成一个轮换因子 （14 5), 再从不在这 
个轮换中出现的最小文字，例如2出发，得 2—7 —3—6— 2, 

又形成( 2 7 3 6), 最后由 S — 9 — 8 得 (8 9〉。这样,这三个轮换因 

子无公共文字，彼此可交换，而且在不汁各轮换的书写次序 
时.这种分解式是唯一的。 

进一步，每个轮换又都可拆写成若干个对换之积,不过, 
这些对换因子必有公共文字，运此，相乘次序不能调动.事 
实上，下列等式 


(Gz 、 … 、 )=(/〆, ） (r\ i,) 


(1 ^)(1 i x ) 


说明任一卜轮换必可表成〖一 1或 （+1 个对換之积，且轮换 
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的对换分解式未必唯 一》 进一步，由于对任意彳和7'，必有 
(*7) U /)=( i ) .所以这两个对换必可紧挨在一起插入对换分饀 
式中的任意一个地方。例如， 

(1523) = (15)(12)(13) = (24)(24)(15)(12)(13) 

■ 

= (15)(24)(24)(12)(13) 

(15)(12)(24)(24)(13) =. 

尽管如此，我们仍可证明，在卜轮换的任一对换分解式中所 
含对换因子的个数的奇偶性都是一致的，而且就是 k ~ l 的奇 
偶性.为此，考虑轮换 （|乂… G ) 在范达蒙行列式 




V ( x it [ Xi 


* x i k ^)— 

1 1 


fl — 1 




• f * 


n 




上的作用。因为这个^•轮换是把 h ―乙 i 2 — i 3 , 

所以它把 ，： c , 

_，^^，〜。，就是把原行列式中的％,、换成 L 

3 * . » 换成 X > i » X > k 换成 X i ^由于范达蒙 

行列式必是如上式所示的 （ M )(/2 个两个变量的差因子的 

乘积，所以变换前后的两个行列式最多相差一个负号,而且， 
是否改变原行列式的正负号完全由此 b 轮换决定，与对换分 




1 * 


.Xi 


2 


换成 A 
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解式无关。 但是，任意一个对换作用在行列式上就是 
仅仅互换第^和^两列，行列式必定改号，所以轮换的任一 
对换分解式中所含对换因子个数的奇偶性必相同.既然置换 
or 可以唯一地 A 成轮换之积，每个轮换又可表成对换之积， 
所以 C ； 可分解成若干个对换之积，且所含对换因子总个数的 
奇偶性由 a 唯一确定，因此，我们可把置换分成如下两 大类： 

定义 3 • 1若置换 a 可表成偶数个对换之积，则称 or 是 

，寻换，否则，称为十旱4^ 

* 是，艮度为换是，轮换，长度为$数的轮换 

是 f 轮换。对于给金的置换，如 M 确定其奇偶性咗？把置换 

o _成互不相交的轮换之积 


a=p 1 p 2 --p i titi —r lf 


其中 Pi ， Pi ， 

换.易见， a 是偶置换当且仅当 f 是偶数，即长度为偶数的 

轮换因子有偶数个。例如， （1 4 5) (2 7 3 6) (8 9) 是偶置换, 
(1 4 5) (2 7 3 6) 是奇置换。 

若 〃和 T 都是偶置换，则都可写成偶数个对换之积，所 
以，也可写成偶数个对换之积，这说明偶置换的乘积仍是 

偶置换.若 or 是偶置换，它可表成偶数个对换之积 


都是偶轮换，…， T «都是奇轮 


， Pt 


易见，任一对换 r—{i /) 之逆 


且由 (h OCtT 1 TT l ) 

r - l ) T- x = r l T ^= (1) 知 (I T 7\ 听以， 


T— 


仍是偶数个对换 之积。这说明 偶置换的逆元仍是偶置换。恒 
等变换 （1) = (1 2) (1 2) 当然是偶置换.所以，当42时 S •中 





偶置换全体成群，记为称为 《次交错群 


§4子群与拉格朗日定理 


在上一节中已经证 明了心 和关于变换的乘法都成 

群。但作为集合来说有包含关系我们可说^4，是5„ 
的子群。子群的一般定义是 

定义 心1 设 （(?，•） 是群， H 是 G 的非空子集合 # 如 

也成群，则称 H 是 G 的子群 f 


果 if 关于 G 中的运算 
记为 H ^ G . 

在集合论中， H ^ G 表示 H 是 G 的子 集合； 在群论中， 
H ^ G 表示 H 是 G 的子群（当然， H 首先是 G 的子集合). 

关于这两个记号在含义上的区别，以后我们就不再说明了. 

任意一个群 G 至少有商个 子群： 一个是仅由单位元 e 所 
成的群卜},称为 元群； 另一个就是 G 本身 ，它 也可看 
成是 G 的 子群. 这称为 G 的平凡子群。 不是平凡 


子群的子群称为 f 例如， Z ■是 S , 的真子群，偶数加 

群是整数加群的*等等。 

设 H 是群 G 的子群.根据定义，这只不过说明 H 中有 
单位元且对 H 中任一元素 A 在 H 中必有逆元满足 

ad 。那末我们自然要问 :这个 V 与 G 中单位元 e 是 
否一致？又若 eH t a 当然也是 G 中元素，在 H 中的逆 
元&是否就是 a 在 G 中的逆元，4可以证明，回答都是肯 
定的，即有 

引理 设孖是群 G 的子群，则 H 中单位元 d 就是 G 
中单位元~任一 在 H 中的逆元 V 就是在 G 中的逆 


QQ 


3S 


i 

兀 a 


证 因为 e 是 G 中的单位元， 所以 = f f $因为 4是 
H 中单位元， X 有 e，V = 〆 ，于是 《，=< r ， e ， 。 再 右乘 〆 在 

(? 中的逆元- 1 得 fc '、 t ’ e’ _i = e’ 〆〆 一 1 , ee — e r e 0 但 e 是 G 中 


单位元，故有<?= 〆 。进一步，由逆元的定-义知 
^ aa ~\ 再左乘 a 在 G 中的逆元即得 〆 

定理 4_1 设 i ? 是群 G 的非空子集，则 H 是 (； 的子群 

今① (1) 对任意0，&€仏有 Md 

(2) 对任意 有 am . 

诋必要性 。设 i ? 是 G 的子#。由 i ? 是群知封闭性条 
件 (1) 满足，任取据引理知， a 在 G 中的逆元 fl - 1 就 
是在丑中 的逆元，既然 H 是群，当然 .，a l eH , 条件 (2) 




满足 


充分性。设 H 满足条件 (1) 和 (2), 要证 H 是群。条件 
(1) 就是封闭性。 m 为扣 G , G 中元素满足绪合律，丑中元 

素当然也满足结合律。设 e 是 G 中单位元。任取由 

■ 

条件 (2) 知； 在中的逆元 fl — ，再由条件⑴知， 
^ e € H , 所以这个也是孖的单位元。最后，由条件 (2) 知, 

任一仏丑必有逆元 ^€ H 。 于是丑成群，因而就是 G 的 


aa 


子# 


这是一个很实用的判别准则。要证明某群 G 的子集 H 
是子群，只要验证这两个条件满足，而不必 一一 验证群的定 
义中的四个条件。 

关于群与子群之间的关系有一个非常重要的定理一-拉 
格朗日定理。尽管拉格朗日逝世时，作为群论创始人的伽罗 


①记号表示充分必要条件，也就是“当且仅当 # 的意思 
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瓦才两岁，但拉格朗日早就有把集合划分的思想，所以后人 

把这个定理用他的名字来命名. 

与子群密切相关的概念是陪集，我们先要把它讲清楚。 
设孖是(？的子群.任取记 

I 

aH= {ah | k ^ ： H}, 

它是由 《 左乘 H 中每一个元素所得的集合，这个集合称为 

H 在 G 中的 一个左陪集。 据知，所以由 
«确定的左陪集必^含 L 同理，对任 一 可定义 

丑在 G 中的一个右陪集为 


Ha^{ha\heH} f 


也有 = 这两个陪集都由一个元素确定 D 当然， 

■ 

不同的元素可以确定同一个左(右）陪集.进一步可证，对心 

有 


aH=bH^^b ^aeH, 

Ha = Hb^= : ^ba~ t G 丑。 

事实上， ^aH=bH f 则对任一必存在使 d 

(注意，未必有!)，两边同时左乘 t 1 和右乘 t 1 , 
得 b - 一 mH (因为 h 是群)。反之， 设 b -^ keH , 
则 a=6A， aH=bhH=bH, (因为孖而 H 是群， 所 UhH 

-H), 于是（I)式成立。同理，可证 (2) 式成立。 

设 H 为 G 的一个子群，那么 H 在 G 中有多少个不同 
的陪集呢？ 

定理心2 (拉格朗日）•设（？是《阶群， H 是 G 的 
阶子群，•则 m 必整除 rz . 所得商数《/饥称为 H •在 G 中的 
指数，记为 〔G:H〕= ti / ot . 




m 
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设 H ^{ a lt a lt “ h 任取考虑左陪集 

aa m ) a 因为在群 G 中消去律成立，所以 
在中的各个•也互不相同，故对任何都有 

I i< 7 H|= ： |H| = 


aH={aa 


^2 f 


« • • 


t f 


ii 


进一步，如果存在某个则存在使 

x = a h 产 hh 2 , b — iashJtrKH ， 由 （1) 式即得 上 

述事实说明 • 群 G 中的 n 个元素可划分成两两不相交的左 

陪集之并，每个左陪集都含 m 个元素，因此， m 必是 n 的因 

数，且指数恰是打在 G 中的左陪集个数。 ■ 

用完全同样的方法可证， G 中《个元素可划分成两两不 

相交的右陪集之并，每个右陪集都含 m 个元素，因此，指数 
CG : m 也是 H 在 G 中的右陪集个败.由此可知 H 在 G 中 

的左陪集个数与右陪集个数相同. 

定理4* 3 设是三个群，且 G 是有限群，则 


有指数公式 


CG:K^CG ： HKH ： K ： 


事实上，由定理心2即得 




= iG:HXH:K^) 




环 


前面已经说过，有限群的阶指的是它所含元素的个数。 
我们再介绍群中元素的阶这一 概念. 任一群必有单位元^ 
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在整数加群 2 中， 0是单位元。任何一个非零整数〃的任意 

整数倍^ 一定不是0,除非《 = 0。但是，并不是任何群都 

_ 

是如此的、例如钟面上的12个钟点数关于加法成群。由于 
规定了 12点是0点，所以凡是12的倍数都是0点.这个群 
我们记为①。 


Z / C 2> = {0, K 2 > 3,4,5 f 6,7,8 f 9,10, ll }, 

■ 

I 

0是单位元，2的逆元是10,等等.在这个群中，把1相加 

12次得0,把2相加6次得0,对于5要相加12次才是 0. 

我们就说，1是12阶元. 2是6阶元，5也是12阶元.再考 

| 

虑由所有2阶实可逆阵组成的乘法群单位元是单 
位阵 ( i 对于 (i 1 ) 来说， 

(I ?).但是，把 (？ J ) 自乘2次就得到 (△ ?) •把(一？ 一 !) 

自乘3次也得到 Q 我们说彳? 分别是 

中的2阶元和3阶元。一般地，若 G 是群，<?是单位 
元.对任一自然数 K 规定 


不管自乘多少次都不会等于 


(^ 1 ) 


a f a° = e , 


a —aa 


« « _ 




则可验 证指数幕法则 成立： 对任意整数 


有 




，（ 〆 ） 


a a 


a 


如果群 G 的运算是加法，则指数幂法则就成为倍数法则 

0, (― n)o= —(na) f 


na=fl + fl + …0 *a 




n 次 


①关于 Z /< n > 的一躲定 X 见第47 


ST 


na + ma = {n + tn)a f m(na) = {mn)a 


0 中第一个 0 是整数零，第二个0是加群中的单位 

成立的最小自然数《称为的阶， 


在0 


a 


元•对使 
并称《是有限阶元，如果只有当〃=0时才有则称4 


a —e 


是无限阶元。易见，单位元本身必是1阶元.对于加法群来说. 
=6指的是《«=0。整数加群中任一非零数都是无限阶元* 

h ■ 

在 GWJ ?) 中 , (J 一?)是2阶元,0阶元，“ }) 是 

无限阶元.关于元素的阶有一个常用性质需要证明，即若^是 
n 阶元，则 

证必有 n|m (这个记号表示 n 整除 m ). 事实上^用整数的带 
余除法可得 m =^ + r , 这里？和 r 都是整数，且 0< r < n , 
则 e = a m = { a n ) p a T = a r P 但 是健 

，于是由 0< r <« 知必有 r =0, 故 m = fm . 此外，运用拉 

格朗日定理还可证明一个有趣而且重要的结论，任一有限群 
G 中的任一元素 a 必是有限阶元，而且的阶必整除 G 的阶. 
事实上，如果 a 是无限阶元，则由封闭性知， G 中必包含以 
下无限个元素 


a 


n = ( a n y = e 2 = e f . ，对任意整数乡必 

反过来，若某一个整数《使 = ~ 则可 


e t a 


a 


e 


* 


成立的最小自然 


a =e 




mm ^ 




a %a 


这与 G 是有限群的假设矛盾，所以 a 是有限阶元.设《的阶 
是? I ,则 H ={ e , a t a *, 

拉格朗日定理知《整除 G 的阶. 

设 G 是群。如果对任意 a f b ^ G 都有 ab ^ ba t 则称 G 是 

I 

冬巧。4 次对称群5 4 不是交换群，因为 （1 2)(1 3) = (1 2 3), 
(1 3)(1 2)=(1 3 2). 在5 4 中取出以下4个元素 


一 1 }就是 G 的 n 阶子群，于是据 


U 


fCl 


，攀 * 







( I ) # (12)(34) t ( l 3)(24),(14)(23), 

容易验证它们组成 S 4 的一个子群，而旦是交换群。这个群比 
较重要，我们特地给它取一个名称，称为 

巧 ，记为 &={(1),(12)(34)，（13)(24),(.1心(23)}。 • 

我们再把范围缩小一些,考虑一种特殊的交换群——循 
环群,它在伽罗瓦理论中起着重要的作用，人们将它的结构已 


经完全搞清楚。我们还是从整数加群 Z 谈起吧。因为 
~1 任一整数 n 都是1或一1的正倍数，例如，5==5-1， 

0 = 0 * 1 , 


6•( — 1), 所以只要从1出发,先得到逆元一 1, 
然后对1或一1作适当多次的加法就可得到任一整数。我们 
就说整数加群 Z 是由一个数1生成的循环群，并用符号<1>表 
示； 2=<1>. 这里，尖括号表示用群的加法运算生成，包括 
求逆元和逆元相加 # 尖括号中的元素1称为此循环的—个 
+ 用同样方法可证2=<-1).因此，同一个循环群 

血元不是唯一的.循环群的一般定义为 

定义 5*1 若群 G 中的每个元素 都是亡 中某个固定元 

素 a 的整数方幂则称 G 是由 a 生成的0环群， 记为沒 

-<«>. 此时•称0是 G 的一个+夺由无•限•阶•元 生成的 
循环群称为无 te 循环群。否则/称有限阶循却群. 

当然，这里所说的整数方幂是对乘法运算而言的.如果 
是加法运算，那就是整数倍数似.根据这个定义，如果循环 

I 

群0=〈^>的阶是 n ， 那么 G 中恰有 fl 个元素，作为生成元的 
«必定是一个 n 阶元，反之，《阶循环群中的任一》阶元必能 

I 

生成 n 个互异元，所以它必是生成元，特别地，若 P 是素数， 

G 是0阶群，据拉格朗日定理， G 中任一非单位元素 dr 的阶 

必整除 h 但 P 是素数， a 必是 P 阶元. 所以素数阶群必是循 

环群. 它是交换群，没有真子群，而且 任一杂 全 





戍元。这说明素数 f 阶群必有1个 生唬元 •容易看出，无限 

_ 

循环群<«>有且仅有两个生成元 a 和 f \ 介于这两种极端情 

I 

况之间，我们可以证明，在任一《阶循环群 o > 中，某个元素 

_ 

二 4 是生成元当且仅当 k 与 n 互素： ( k ， n)=l (意即和 n 的 

最高公因数是 1). 为此，只要证明？是 n 阶元当且仅当 
(左,《) = 1。设0：,?0 = 1， 〆 的阶是 r , 则 
是》，必有再由 （/：，7 i ) = l , 知 n | r 。 另一方面,根据拉 
格朗日定理知， d 的阶 r 必整除群的阶 

〃都是自然数，故必有 r = n ， 

_ 

= 可设 （== M ’ ，必有«’ <«,于是，由 

知，的阶不会超过《\所以它 
不是《阶元•这样，我们就证明了《阶循环群中生成元的个数 
恰好就是不超过《、且与《互素的自然数 个数. 这个数通常 

用 9 ( n ) 表示 0) ，称为乎乎特别地，对素数^有 

•例如，4阶循诗 {1, v 二 一 有两个 

生 成元： V 二 I 和 - Vi , 9(4) = 2。12阶循环加群 Z /<12> 

■ 

的生成元为 1， 5 , 7 ,11, V (1 2 ) = 4。 7阶循环加群 Z /〈7> 的生成 

• • . 

元有 六个： l ,2,3,4,5,6,< p (7) = £ i . 

h 

关于循环群,我们还要介绍另一个重要的结果， 

5*1 设€ =〈《>是循环群(有限或无限），则 (? 的任 

义 

一子群丑必是循环群 〈 f >， 这里 m 是某个整数_特别地，若 

_ 

iG |=«, 则 m 必整除71,且 〈 fl "> 是 G 唯一的 72/ w 阶子群 • 

证若丑={0,则一切结论自然 成立. 设 if # 彳 < r } •取 


但《的阶 


a" —e 


由于 r 和 

是打阶元.反之，设（々，《〉 


r\n % 


rrjtni 


( D 设自然数的素数分解式为 n = q [ 1 

9(n) = n* Jl (l - 





出中具有最小自然数方幂的元素它是唯一确定的，这 
只要考察…，其中第一个落入付中的元素 ，即为 
所求。任取由整数的带余除法，可设 Z =_+ r ， 夕和 
r 是整数，且 0< r < m , 则有。= 0^)1^,但已知^，《"^艮 

H 是群，所以必有， = (( V )*) KH . 再据 m 的“最 小性” 
知 r =0, 故 a l ^{ a K )\ 这说明 H 中任一元素都是 V 的方 

幂，所以 

如果 < a > 是无限循环群，则中不存在有限阶元，所以 
<，>也是无限循环群。如果 〈 fl > 是 n 阶循环群 


}• a n = e , 




是它的某个子群。设 n = pm + r ，0< r < m ， 则 e 
= ( a m )*- a r . 因为 fl " 6丑,所以 fl r € H . 由 m 的最小性知 
»^0，即 n = pm , 所以必有 mjn , 而且 

H — (a n )^{e p a 


a 


a 




& ( a } 的阶子群，现再证对确定的夕=士来说, <«> 的多 




阶子群是唯一的。设 K 是<«>的任一々阶子群，这里纟=^/_ 
根据上面证得的结论，这个子群必是某个<^ >，整除 n . 
可设，且 


K =( a ntr ) = { e i a mr f a 2mr 


，/一 1 > } 


但它显然是 〆 阶群，所以必有 〆 再由 

所以这个 K 就是<以>,这里 m = n/p 

例如，设<〃>是12阶循环群， a 12 
个因子，所以存在唯一的4阶子群 


知 


t 






因为3是12的一 


9 


{a l ) — {e 9 a z ,a^,a 9 } 


41 


又如，在 《 次对称群中，任取一个 n- 轮換 CT, 不妨以 or= 
(12 3…?0 为例。由计算可知 cr 是 )1 阶元，所以 




是心 的一个 ft 阶循环子群.反过来，的任一《阶循环子 

群必由一个《 阶元 o 生成。但是，这个 or 未必是某个^ 

_ 

轮换 <7=(/ 山… 例如，在中， 0=(123)(4567) 是一 

个 12 阶元，它生成一个12阶循环子群 <a>, 但却不是一个 

12-轮换 • 


§ 6正规子群与商群 


在群论中还有一个重要内容，就是如何把一个较大的群 
变为较小的群，或把结构较复杂的群变为较简单的群。为此, 
我们要引入群的正规子群和商群概念，也就是要考虑两个群 
怎样相除了！我们先举一个最简单的例子。考虑整数加群 A 
显然，偶数加群丑是它的子群。如果我们只关心某華数是奇 
数还是偶数.而並不关心它的确切数值.那末可以认为偶数之 
间并无差别，可用符号0 表示； 奇数之间也无差别，可用1表 
示.因为偶数加奇数是奇数，，两个偶数之和以及两个奇数之 
和都是偶数，所以在由此产生的两元集合 {0.1} 上可规定一 

种 运算； 0 + 0=0, 1 + 1 = 0, 0+1 土 1 + 0=1。易见 r 它是一 

个 2 阶加群，可以把它看成是 z 除以 E 所得的商群.这个群很 
小而且结构非常简单。遗憾的是,并不是任意两个群都可以相 
除，能够用来除别的群的那个群必须是前者的正规子群一- 
这是一种满足茱个特定条件的子群。由于在讨论可解群时， 
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正规子群是必不可少的概念，所以我们要先将它介绍一下。 

设 G 是群， if 是 G 的子群。任取 AGH , geG a 由于 

G 不一定是交换群，所以 g ^ hg 未必等于 k 它甚至未必属于 

例如？考虑 S 3 的子群丑={(1),(12)>。取 (13)€ S 3 ，得 

到〈13广 K12)(13) = (23), 它不属于孖。 

定义 6*1 设 H 是群 G 的子群，如果对任意容 

■ 

GG, 必有 g-^kg eH ,则称 H 垦 G 的+ 规子群 ，记为 
也可记为 G ^ H . * ' * * 

注意，这里横着放的等腰三角形具 f 方向性，它的顶角总 
指向子群。显然,交换群的任一子群必是正规子群。 

设 H 是群 G 的任一子群 # 任意取定某个考虑 (? 
的如下子集 


I 

i 

我们把它记作这是一个集合记号 s 应用判别子群的 
定理 4 *1，可以验证 H 也是 G 的子群，称为 H 在 G 中的一个 

令巧 。对 W 丑，元素 f 1 岵称为&在 G 中的一个 

•事实上，对 〆 g _ l fhgen ，有 




特别地，如 f 丑是 G 的正规子群， 一 方面 ,由正规子群的定 

义立刻得到另一方面，任取仍由正规子群的 

定义知 


ghg 〜 

所以 ， A = 这又说明丑£豆，于是应 = H , 即 
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这说明 g 的任一正规子群 好 的任一共轭子群 
必是 h 本身，所以正规子群又称为自反之，若 h 
是 G 的某个子群，且对任意则对任 一 
heH , g eG ， 必有 g - wen , 所以 h 必是 g 的正规 子群. 

于是得到正规子群的第一个 性质： 

(1) 群 g 的子群 h 是正规子群特 r 1 丑丑， YgeG a 

根据集合相等的定义不难证明 i ^ g ^ H ^ Hg ^ gH , 
即包含 fir 的右陪集与左陪集相同，所以得到正规子群的又一 


性质 


(2) 群 <7的子群 H 是正规子群♦=»好发=容丑， 

这就是说，对于正规子群的陪集来说，根本不必区分左陪 
集和右陪集，可以统称为陪集.利用这个事实我们还可证明 
正规子群的第三个 性质： 

(3) (； 的指数为 2 的子群 H 必是正规子群。 

事实上，根据指数的定义可知，集合 G 既是仅有的两个 
左陪集 H 与 gH ( g ^ H ) 的并集，又是仅有的两个右陪集 H 
和 Hg 的并集，且 H 与 gif 不相交， H 与也不相交, 
g H 手 H , 所以必有 gH = Hg . 这个等式对任意 AT 都成立, 
昕以 H 是 G 的正规子群. 

我们要强调指出，正规性没有传递性.确切地说，就是 

(4) 若 H < K < G 是三个群。如果则但未 

必有如果 H < K , 则未必有事实上, 

因为所以对任何和必有而 

当然，对任一*：€尺有所以 H - fX 。 要说明 

正规性没有传递性，只要举出一个反例就足够了.例如，考虑 
4 次交错群 A 的如下两个子群 

’ iC 产 { ⑴， (12)(34), (13)(24), (14)(23)}, 
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(12)(34)}. 

因为所以 if < K 4 . 可以验证 

^4= {^4,(123),(124),(134),(234),(132), 

(142),(143),(243)} 

中任一元素确定的的左、右陪集都是相同的，例如， 

(123)« X 4 = {( l 23),(243) > ( l 42),( i 34)}= X 4 .(123) 

等等，所以仏-^4,但是由 

(123)* H *{(123),(243)}, H *(123)={(123), (134)} 

不相等知， h 不是戌的正规子群。 

现在我们将要说明，对于群的正规子群就可以作除法 
设 W 是群 G 的正规子群,把 iV 在 G 中的陪集全体记为 


G/N={aN\aeG}^ 


注意，集合 G / N 的元素是陪集，也即 G / N 是由若干个集合 
组成的集合。在 G / N 中规定如下运算 


( aN )( bN ) = abN f ^ a f b ^ G . 


说到这里,必须要弄清楚 一 件事。 我们所说的运算必须是单值 
运算，即对于任意两个确定的元素，其运算结果只能有一个, 
正如1 + 2等于3而不能是其它任何数一样。但是现在的运 
算对象是一些集合，而且存在不同的元素《和 〆 使心= 

这只要保证 m eN 就可以了*同理，也存在不 同的& 和 M 
使 bN -= b r N . 于是根据 G / N 中乘法的定义又有 

( aN ) ( bN ) = ( a r N )( b f N ) = a，H 







那末自然要问，是否必有 呢？ 其回答是，只要 N 

是 g 的正规子群,上述等式必定成立①*事实上，据 w, 
bN =^ b r N , 可设、 ; • h lf h 2 eN t 所以 .W= 

ah t bh l 9 但由奶 可知对这个心€队必存在使 

hj == • 所以 W ^ abh ^ eabN . 这说明 和〆 & r JV 含 

有公共元素 w ， 所以必有 abN = a r b r N, 现在可以得到 

6-1 设 iV 是群 G 的正规子群，则 

G/N^{aN\a^G) 

关于由 ( aN )( bN )^ abN 定义的乘法成群，称为 G 亨汉的亨 

群 . 特别当 <5是有限群时，商群的阶 • 

\G/N\^iG ： m^\G\/\N\. 


國 


证逐一验证 G/N 成群的四个条件 

* 

(1) 封闭性。由 dGG 知 {aN)(bN)^abN^G/N. 

(2) 结合律 a 由知 

{(aN)(bN)) (cN) = (abN)(cN) = (ab)cN f . 

■ 

(aN) ((bN) (cN)) = (aN)(bcN)^a{bc)N t 


两者相等 


(3) iV 是 <?/ JV 中的单位元.事实上，利用知 


N(aN) = (ea)N=aN , 
(aN)N=(ae)N=aN p 

对任一 成立，这里 e 是群 G 的单位元。 

( 4 ) 在 G / N 中的逆元是 ah 


①进一步可证，若 N 不是 G 的正规子群，则此等式一定不成立,所以, N 的 
正规性仅仅用来保证陪集乘法的单值性。 
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{aN) (a'W) = (aa~')N=N t 
(a~ l N) (aN) = (a- l a)N^=N a 


所以 G / N 成群。如果 G 是有限群，则 N 在 G 中的陪集个数 
就是指数 〔 GW 〕， 所以 | G/iVl = lG |/ jJVU 疆 

例如，整数加群 Z 是交换群，它的任一子群必是正规子 
群，偶数加群丑在 Z 中的陪集只有两个 ，一 个就是艮它是偶 
数全体，另一个就是艮这里 a 是任一奇数，《+五就是奇 
数全体，所以 Z 模 E 的商群是2阶加群，记为 Z /<2> = {0,1}, 

I 

2 = 0,这里<2>是由2生成的循环加群，也即偶数加群艮凡 
是被3整除的整数全体也是 Z 的子群，它就是由3生成的循 
环加群〈3>。 Z 模 <3> 的商群就是3阶加群 
这里规定1 + 2 = 0, 2 + 2=1。一般迪，对任意取定的自然数 

凡被《整除的整数全体成 Z 的子群<«>,它是 n 阶循环加 
群， Z 模<«>的商群就是《阶加群 


Z /< n )~{0, l ,2, •••，《-!_}， 


这里规定，加到 n 时就得0„例如，钟面上的钟点数成加法群 
Z 、/<；1 2 > ，每周中的7天成 Z /<7>, 它们都臬商群。 

' 在这里还可发现一个有趣的 事实： 对于无限循环群 
<1>，前已证明它的子群必是无限循环群 < n >, TI 是这个子群中 
的最小自然数。现在则发现 Z /〈 n > 是 n 阶循 环群！ 实际上，这 
对任何循环群都是成立的。 

定理 6,2设是任一循环群，是 G 1 的 
子群， m 是 W 中元素的最小自然数方幂，则 G / W 必是 m 阶循 

环群。汊>。 


首先证明，由<?的生成元 a 所确定的陪集 aN 恰是 
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»» 阶元. 事实上，由，知 ( aN ) m = a n N = N,m N 是 

G/N 的单位元。对任一满足于 < m 的 有 （ aN)〆 

« 

= a ^ Ni = N 9 因为否则的话，必有 W 与 m 的最小性矛 
盾-所以恰是中的 m 阶元.其次，任取 gNGG / N . 

因为 G =< fl >， 可设容 = a * , /是某一整数.设/=州+3\ 
r < m , 则 


gN — a l N^= (aN ) 1 = (aN) tnp • (aN) r 

二 N(aN)，= (aN)\ 

这说明可表成 flJV 的方幂，所以 G 7 iV =<« JV > 为 m 阶循环 


群 


把这个定理应用到 Z 上（运算要换成加法)，就可得知 
2/<«>是《阶循环群. 


§7同态与同构 


在§2的开头，我们曾经提到过，人们将群论作为一种工 
具，采用抽象的观点和逻辑推理的方法,可以统一处理一些代 
数系统 • 这些代黎系统在形式上可以完全不同，但从群论观 
点来看，却没有结构上的差别 # 这就是同构的概念，其含义就 
是有相同的代数结构。我们还是举一个实例来说明问题吧！ 
实数加群（凡 + ) 和正实数乘群 (R + , •) 是不同的两个群，如 

P 

果我们取定某个正实数则利用对数性质知，对任意两个 
正实数 r , 和7^，有等式 


log^r^^log.r^log.r,, 

这就是说，若要计算两个正实数的乘积,可先算出它们的对数 



之和，再用反对数表查出乘积值 • 换句话说，可把正实数的乘 
法化为实数的加法.这件事暗示着我们，在群 (P，•） 与（兄 +) 
之间必定有着某种本质上的联系，这个联系就是 CR+, •) 到 
(及, +) 的取对数 映射： = ，它有性质 


( r i r i ), =r /+ r / ， 


即乘积的对数等于对数之和。现在我们就来讨论具有这种性 
质的映射。 


设 G 和 G 是两个群，各有各的运算，为了书^简洁起见， 

干脆都不明显 写出。 G 中元素用 a ， b 等轰示 ，§中元素用 
a , 石等表示， W 表示按 G 中运算求值，冗表示按5■中运 

算求值。 


定义 7*1 设？>是群 G 到群 G 的映射，如果它满足条件 


{ab)，= a ， b\ Ya P beG 9 

I 

则称9>是(？到5的^令如果同态映射<?又是单射，则 

称为同 构映;射. 

* -4 . * » 

上述这一条件常被说成9保持群的 运算. 无论_是同态映 

射还是同构映射，都未必要是满射.如果在群(?和@之间至 

_ 

少存在一个 G 到 G 的同态满射(或同构满射），则称 G 和 g 是 

h 

_ 

I 

同态的(或同构的），记为 G Z G (或 Gig)。 有时并不需要把 
V 明显穹出，就写成 G 〜巧（或 G @). 例如， （12+, - )^( R , 
+ ), 其中同构映射可取为 9: r ->log* r , 是某个取定的不等 

于1的正实数. 

一般说来，如果,则未必有 • 例如， G 是元 
素个数>2的任意一群，5是某个单位元群{ ?} ，则7， 
VaGG 显然是 G 到 G 的同态满射,然而由 | G |>2 知，决不存 
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在 3 到 G 的同态满射(单值 性!） ，所以同态关系是单方向、不 
可_的，“两个同态的群”这句话的含义是不确切的。如果， 
G^G , 则<?是(?到的双射，对任一 5 •必存在唯一的 

使 V = 所以这个9也确定了6到 G 的双射 


( p — ha — a , Va 这里 a=a 


进一步可 证炉一 $ 是^ ■到 G 的同构满射 5 事实上，对石€ 

(?, 存在 喊，使 
于是由 = W = a 得 

■» — ^"1 •編 

(ab)’ =ab=a 




b 9 ^= b f 则 a 


— a 


所以必有 G 兰 G 。这说明同构关系是可逆的，“两个同构的 

群”这句话的含义是确切的. ^ 

同态满射有如下两个简单性质•设是 G 的单位元. 
则对任意 有 ea 

就有 = = 因为<?>是满射， V 可取遍 G 中所有元 

素，所以 P 必是5的单位元•同琿,若&是在 G 中的逆 
元： ab~ba — e , 则由 W = W = e ’ 知 是 a’G G 在 G 中 

的逆元。这一事实常用关系式。〃-(，广‘表示，这里，两 

r 

个求逆号分别在 G 和中求逆.所以同态满射必把单位元 
变为单位元，逆元变为逆元 . 

读者可以根据群同构的定义证明，任一无限循环群必 
同构于整数加群，同构满射可取为 < pia k ~^ k , 寸 k 6 Zt 任一； * 

必同构于《阶加群 


考虑在同态 映射少 之下的象 


ae=a 


_ 


阶循环群 〈tf>={na 2 , … v - 1 h 
Z/<n > = {0,1^2, 1 }, w=0 .因为同构满射是一一对应, 
所以两个同构的有限群所含的元素个数必定相同.但对无限 
群来说，一个群完全可能同它的一个真子群同构.例如，整数 
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加群与偶数加群是同构的，同构满射可取为 Yn€Z 9 

最后，我们介绍应用广泛的同态定理，它也是抽象代数学 
中的基本定理之一. 

定理 7*1 (同态定理） • 

(1) 设#是群 G 的正规子群，则 G 〜 Gfl 即群 G 的任 

一商群必是 G 的同态象， 

(2) 设群?是群泛的单位元，则孑在9之下的原 


象全体 


K={k\keG $ k^^e} 


必是 G 的正 g 子群，称为同态9 的’且,即群 G? 的 
任一同态象歹必同构于 G 的某个商_67咒，这里 K 就是该 
同态的核。 


(1) 由（洲（研）=祕知 


v : a — aN• Vfl €(? 


是 G 到 G/N 的同态满射，所以 G 〜 G/AT 。 称这种 v 为自然 


同态 


(2) 任取则由 

(k l k 2 )^=k v 1 k p 1 ^e t e 

知 V l 6 iC , 所以 X < G a 任取 JteK , gGG , 则由 

■ 

_ 

知容 _1 以€瓦,所以任取设 V = 考虑 G / J ： 

到 6的映射 


9 # I aK a , ^ f~aK GG / K , 这里 
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因为是满射，所以 y 也是满射。因为 

_ 

j 

= b p ^=^>a = b , 

w 

所以 y 是单值映射和单射 # 最后，由 

(aK)(bK)=abK-^=(aby^a 9 b v = ab 

知 f 的确是同构满射，所以 

g / kUg„i 

例如, n (>2) 次对 称群心 同态于2阶乘法群 1,-1}, 
^中乘法就是数的乘法，同态满射可取为 

1,若 a 是偶置换， 

一 1»若 o * 是奇置换. 

这个同态的核就是《次交错群故 

I * 

4 

S n / A n ^{l f — 1 }• 

所以 C 匕: i »〕=2, 山 <1 S ■，且 




A, =*— S 


n >2 


2 


又如，由行列式乘法规则 det04JB) = detidetB 知 


dct ,4 


是 GX 〆 !?)到 P 的同态满射,其核就是 SL ， (1?) ,它是 ( i ?) 

的正规子群，且 


GL % {R)/SL % {R)^R 


这里 P 是非零实数乘法群. 
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群 


可 


在第四章中我们将要说明，一个代数方程能否用根号求 
解 ，归之于它所对应的某个群是否是一个•“可解群”，因此，我 
们专门列一节向读者介绍什么是可解群。 

还是从4次对称群5 4 谈起吧„ &是 24阶群，戌是它 
的12阶子群，所以厶前已提到克莱因四元群 

^-{( 1 ), ( 12 )( 34 ), ( 13 )( 24 ), ( 14 )( 23 )} 

是厶的正规子群。单位元群当然是瓦 4 的正规子群.这 
样，我们就得到了 一 个子群有限长序列； 


S4 >*4 碡 1 ， 


这里的 1 表示单位元群 {( i)h 后一个群是前一群的正规 子 

群，我们把这一序列称为&的一个正规群列 .一 般地,我们有 

定义 8*1 群 G 的如下子群的有限长序列 

* # • . 

r = 1 


G=G^G t > 


⑴ 


称为 G 的一个+乎，士相邻两群的商群 A / G …称为这 

一正规群列的 ElW (* = 0,1,2， 


I ). 1表示 G 的单位 






兀群 # 


注意，这里只要求<^ + ;是(？,_的正规子群，它足以保证 
G ,/ G f + 1 成群，并不要求 A 是其它 G , •(/<〖)的正规子群(正 
规性没有传递性）.易见，任意一个群 G 必有正规群列 # 例 
如就是一个正规群列.然而正规群列未必是唯一的. 
不同的正规群列当然有不同的因子群组. 



定义 8.2 称群 G 是可解群，如果存在某个正规群列，它 
的每个因子群都是交换群/ ^ _ * * * ' 

因为交换群的子群和商群仍是交换群，所以任意交换群 
必是可解群。例如， S 2 ={ (1),(12)}必是可解群. 

请读者注意定义中的“存在某个”四个字,这就是说，对于 
可解群来说，不能保证它的任一正规群列的因子群都是交换 
群。例如，為 >1 中， S 3 人 4, 和為 /I 都是交换群，所以 
S 3 是可解群。但对正规群列 S ^ l 来说，因子群 &/ JL 却不是 
交换群。前已说过有正规群列 


S4 卜 


前两个因子群的阶依次为2和3,都是素数阶群，必是交换 
群.可以直接验证 I 是交换群，所以 S 4 也是可解群，那末， 
&是 否是可解群？是否存在$ 5 的某个正规群列，其每个因子， 
群都是交换群？出乎人们的意料， &竟 不是可解群！ 4与 5. 

仅相差1,但两数之间却 隔着一条不可 逾越的鸿沟！ A 与 S s 有 

■ ■ 

I 

着本质的差别。但是，从另一角度来看，幸亏发现了这个差别， 

■ 

才导致高次代数方程根号求解问题的彻底解决 t 不 过&不 
是可解群这一 事实，不 是兰言两锫就能讲清楚的.为此首先 
还要引进群的换位子群的概念 # ‘ 

设 g 是任一群。任取 a beG , 必可确定 g 中一个特 

殊艽素 m ， 通常记为 


^a f b^ — a^ l b m ab 


我们把它称为 a 与 b $ 换位子. 请注意，整个方括号仅表示 

一个元素.为什么>5^这怪*名字呢？由换位子的定义式知, 
baU , b ^ ab § 这说明换位子这个元素右乘 k 得到的是 
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这不是把&和 a 换了一个位置吗？ a 与6的换位子是 〔a ,6〕== 
a ^ b ^ ab , &与 a 的换位子是 〔6，fl 〕 这两者未必相 

同,而它们的乘积0,&〕〔&,岣=^是6： $单位元，所以 o jr 1 

易见，中两个元素 a 与&可交换 al=ba 当且仅 
当进一步，一个群 G 是交换群当且仅当 G 中任 

I 

意两个元素的换位子都是单位元匕这个事实在定理 8*1 中要 
用到。 一 般地说，两个换位子的乘积未必是换位子，即对 
c 来说•未必存在使得 O 乃〕.因 
此，换位子集合不满足封闭性条件.但是，可以证明， G 的如 
下子集 


D(G) = {(； 中有限个换 位子相乘所得的乘积 } 

* * * 

必是 G 的正规子群。事实上，两个有限个换位子的乘积相乘 
得到的仍是有限个换位子的乘积，所以 D { G ) 满足封闭性条 
件。因为 r>(G) 是群 G 的子集，结合律自然满足。单位元 

当然是换位子，再由0义疒=〔6,0知换位子之逆 
仍是换位子，所以有限个换位子乘积的逆元仍是有限个换位 
子的乘积，仍在 D(G) 中。这就说明了 Z)(G) 是 G 的子群. 
进一步，任取 0,&〕€JD(G), 有 


g- 1 〔a ,b 〕 g = g-H l abg 

= ( 厂 (g - 如 ) - 1 (g 、 g) (gig) 

■ 

它仍是一个换位子，所以，任取 d ^ d . d ^ d ^ DiG ) 
(这里每个心 都是换位子），必有 

g~ l dg — {g~ l d x g) (g - 1 ^jg)*-(g~V,g), 

它仍是有限个换位子的乘积，即属于 D(G ), 所以 D ( G )< G 9 
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G 的这个正规子群称为 （？ 的巧群 (? 的换位 

子群有以下重要 性质： * ' ' * 

定理 8_1 设 G 是群， D(G) 是 G 的换位子群，则 

(1) G / D ( G ) 必是交 换群； 

(2) 若 W 是 G 的使 G / N 是交换群的正规子群，则汉3 
D(G) e 这就是说,群的换位子群是使商群是交换群的最小正 
规子群。 


证 （1) 把商群 6775((?) 中每个元素(陪集)记为 

g=gD{G) f g£G, 

则据陪集乘法的定义易证， gHg ， m 为 g ~^ gh £ D { G )) 

• • 

^ = ^ Vg , heG 。 于是, G / D ( G ), 中任何一个换位子 

■ 

g-^'gh—g^h-'gh 

(g~ l h^gh)D(G)^D(G) 

(因为 g 1~ W € D ( G )) 是 G / D ( G ) 中的单位元所 
以 G/D(G) 是交换群. 

(2) 任取 g , 由 G / JV 是交换群知 

N = (gN)- 1 (/iN)- , (gAO(^) = (g- 1 ft-WN, 




这说明 所以 

本章的主要目标就是要得到如下结果。 

定理8_2当72>5时，二不是可解群。 

证如果 G = S , 是可解群,则存在某个正规群列 




这里1表示 G 的单位元群，它由中恒等变换构成。每个因 
子群都是交换群 # 现要证明这是不可能的.为此, 
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我们对用归纳法证明以下 事实： 当包含 S , 中所有 3- 
轮换时，也必定包含 S , 中所有3-轮换6这样就决不可 
能存在是单位元群的了，而 r 是有限数. G 0 = S . 当然包 
含^中所有3-轮换.设包含心中所有3-轮换.在1 
与《之间任意取定五个两两互异的自然数^ I / 

为 n >5, 这总是办得到的)，则 


(因 


(ili )， 


(/ m) 卜“ 


a 


因为 Gd / h 是交换群,据定理 8*1, ZHG ^ SG “所以 


- 1 r'' 1 ar=(; I i)(m k ;)(j l ;)(/ k m) 

O)%, 


这就证明了 也包含了 S , 中所有 3 -轮换 .■ 

推论当时，不是可解群 t 
证 如果是可解群，则有因子群都是交换群的正规群 
列在上一节末已证明 SJA m 是2阶交换群，所 
以 S n ^ A n > …卜1就成了 的正规群列,其每个因子群都是 
交换群，于是 S ， 是可解群,这是不可能的，所以不是可解群.廳 

最后， 还必须解决一个 问题: 如何判别某个给定的群是可 
解群？这仍要借助于换位 子群。 设 G 是群， D ( G ) 是 G 的换 
位子群。既然是一个群，它也有换位子群，记为 D 2 ( G ), 
它的元素是有限个形如七〕的元素的积，< 和七是 G 中 
元素的有限个换位子之积.同理，把群 P ( G ) 的换位子群记 
为 DKG ). …… 如此下去可得 G 的如下子群列 

G>D(G) >r> 3 (G ) 卜 . 

一 般说来，它未必是有限长的序列.我们把它称为 G 的换位 
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^/;J. 可以证明 

* •定理 8.3 群 G 是可解群 ♦今 存在自然数4使 D»(G) 
=1,这里1代表 G 的单位 元群。 换句话说，群 G 是可解群 
当且仅当 G 的换位群列亨 f •艮$终于1。 

证必要性。设 g : i 诗‘群,则据定义知存在某个正规 


群列 


… >G k _ A >G k = 1 ， 


其中每个因子群都是交换群。于是据定理 8*1, 依 


次有 


G^D{G 0 )=-D{G) f 

G 2 ^D{G 1 )^D i (G y ) t 

这里，包含关系£>(仏）3£^(0是拫据以下事实得 出的： 因 
为 以⑺是 G 的子群， D ( G ) 中的换位子必是 G 中的换位 
子，所以 D ^{ G ) 是的子群，类似地有 

G 3 ^D{G 2 )^D 3 {G), 


_ 

但已知 G*=l, 所以 ^*(^)=1. 

充分性。 设 X»*(G)=1, 则 G 有如下正规群列 


G >D 3 (G) > …=1， 


且由定理 8*1 知每个因子群 D '( G )/ D i ^{ G ) 都是交换群(这 
里 D°(G) = G，i>(G)=D(G)), 所以 G 是可解群。画 
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推论可解群的子群和商群必是可解群. 

证 （1) 若 G 是可解群，可设以((?)=1•设 H 是 G 的 

任一子群。.由换位子的定义易见 ( if )( G ). 但以 ( G ) 
1,所以 D *( H )=1, H 是可解群. 

(2) 若 G / iV 是 G 的任一商群。考虑自 然商态 G 二 G / N 。 

对任一有 〆 : =5^*^. 用 P = GyiV 表示 G 在 y 之下 
的象群.由陪集乘法的定义知，对 f &€(?有 

gH-^ (g-'h^ghyN 




—g^h^gh —g-^gh 


即 v 把 G 的换位子映为 G ’ 中的换位子，反之，中任一 
换位子 〔 iJ 〕 必是 G 中换位子 〔 gA 〕 在 v 之下的象，所以 v 把 
G 的换位子群 D ( G ) 映为 C 的换位子群 J 9( G 0, 即 


同理可得 


D^G) — >D 2 {G v ), 


■ 

因为同态映射把单位元映为单位元，所以当1>*((?)=1时，必 
有这里: r 是 G ’= G / JV 的单位元 JV 。 于是证 
得 G / N 是可解群^ ■ 

在群论中还有一个重要概念，就是单群。每个群 G 都有 
两个平凡正规子群 和如果某个群 <9除了这两个平凡 
正规子群以外，不存在其它真正规子群，则称 G 是单群.当然, 

单群允许有真子群 6 最简单的单群是素数阶群，告也是循环 

群，而且据拉格朗日定理知，它不含任何真子群，所以素数阶 
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群必是交换单群。有趣的是，任一交换单群 G 必是素数阶 

群。现在我们就来证明这件事.首先指出，因为 G 是交换群, 

任一子群必是正规子群，所以由 G 是单群知,它不允许存在任 

何真子群，也即不存在异于 和 G 的子群>任意取定某个 

aEG , ，则 < fl > 是 G 的子群，且 < a >#{(?>, 所以 — 

如果 G 是无限循环群，则 < d > 是以> 的真子群,又与&>是单 
群相矛盾，所以 G ==< a > 是 n 阶群。如果《不是素数,则可分 

解成 n =/ m ， 1</， wi < n ， 这样又得到 < a > 的真子群〈 V 〉，矛 

_ 

盾。于是证得 G 必是素数阶群。综上所述，我们可得到一个简 
洁的 结论： 交换单群就是素数阶群,且必是循环群.既然是交 
换群的单群已经弄清楚，那末自然要转向考虑不是交换群的 
，单群了！设 G 是某个不是交换群的单群，则是 G 的唯 
一 的正规群列， G /1= G 是唯一的因 子群。 由 G 不是交换群 
知， G 不是可解群，所以非交换单群一定不是可解群换句 
话说,是可解 k 的单群一定是交换单群,因而必是素数阶循环 
群。可以直接证明，当 n >5 时，上是非交换单群 f 据此也可 
推知，当时，2•不是可解群 • 

利用单群的概念可以讨论一个有限群何时是可解群。这 
对于建立一个代数方程能否用根号求解的判别准则是必不可 
少的 • 首先可以证明，对有限群来说，必存在一种特殊的正规 
群列，其每个因子群都是单群。每个因子群都是单群的正规 
群列称为合成群列.例如,&有合成群列 


S4 ^ ^4 ^ H ^ 1 | 


其中 


尺4 = {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)} 

H = (12)(34)}. 

因为它的因子群的阶依次为2, 3, 2和2,它们都是单群。设 G 
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是任一有限群。如果 G 是单群，则就是合成群列。杏 
则，必存在真正规子群。因为 G 是有限群，只能有有限个真 
正规子群，在其中必可选定某个使它所含的元素个数最 

多.这种 G 称 ％ G 的亨冬乎规子群 9 如果这种群不止一个， 

则可任意取定一个 • ¥& G / G , 单群(因为 G / G , 的正规 

子群必为，其中这样就得到正规群列 

仏卜 1,它的第一个因子群是单群。对心>1重复上述讨论，可 

_ 

得>(? 2 卜1,其中 G 2 是 Gi 的某个极大正规子群 , GVG 
是单辟。 …… 如此下去，因为 g 是有限群，经有限步后必得 
某个正规群列 


… >G r^ t >G r = \ ， 


每个（?, + 1 是6^的极大正规子群，（；,./(^ + 1 是单群。因此， 
任一有限群必有合成群列。 

定理 8*4 有限群 G 是可解群令令存在 G 的某个合成群 

列，其每个因子群都是素数阶群， 

证必要性。因为 G 是有限群，所以可取 G 的某个合成 


■群列 


(?=(? ❷卜 … >^ G r = 1, 

_ 

既然 G 是邱解群，那末每个子群 G ,. 都是可解群，因而每个 
商群也都是可解群，再据它们都是单群知，它们一 
定是交换单群，因而必是素数阶群。 

充 分性. 既然在 G 的这个合成群列中，每个因子群都是 

素数阶群，当然是交换群，而合成群列必是正规群列，所以 G 
是可解群 . I 
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第三章伽罗瓦扩域与伽罗瓦群 


在本章的前两节中，我们将简要地介绍一些关于多项式 
和线 性空间 的基本知识。从§3开始则是伽罗瓦理论的核心 


内容 


域上的多项式 


设 F 是某个数集.如果 F 中任意两数相加、相减、相乘 
和相除(除数_0)所得结果仍在 P 中，即 F 关于数的加减乘除 

(除数 #0) 是封闭的，则称 F 是一个 数域。 易见, C , 1?和者择 

是数域，分别称为复数域，实数域和数域。由于两个非零 
整数相除未必得到整数，所以 Z 不是数域。在§3中将说明， 
除了这三个数域以外，还存在无限多个其他 数域。 因为在本 
书中我们只讨论由数组成的域，所以凡说到域指的都是数域。 
由域的定义可见，若斤是一个域，则 P 中元素全体关于数 

的加法成群 （ F , +), F 中非零元素全体关于数的乘法成 

_ 

群0 7 ' • )• 

取定某个数域所谓 i 7 上的（一元） 多项式 指的是 


f(x)—a n x n -\ra n ^ t x n ^ x -h 


+ , a; 1 + 


^a x x+a^ f 


* • * ， 


这里 x 是 F 上未定元（俗称变元），所有系数^都是 F 中的 
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数，首项系数 n 是非负整数，称为/=00的次数，记为 
deg f ( X ) = n 。 特别地,零次多项式就是 F 中的非零常数 fix ) 

尹 0 声系数全是零的多项式称为零多项式，记为 f ( x ) = 0 , 

这与通常所说的方程式是两 lifi 。 '我们不定义零多 
项式的次数。任给 F 上的两个多项式 

霄 m 

f(x)^g(x)^ 2&〆 ， 


0 


其中 〜★(), b m ^0 9 不妨设此时令 
~^« + 1 = 0 o 规定多项式的加法、减法和乘法 如下： 


f (X) ±ff(x) = 2 (^i±b i )x i • 


f(x)g(x)=^c k x k f 


其中系数 


^ra x b^ x + a % b k = 2 Q^if 


b , + a i ^ i b 1 + 


k 


k = 0 f 1 f 2 # 


f n + ff 1 


把域 f 上的一元多项式全体记作 


{/ W = \Qi eF f n 是非负整数] 

i ™ 0 

不难一一验证 FM 中的元素关于上述运算具 有如下 基本性 


F〔r〕 


质: 


(1) 交换律 


f{x) +g{x) =g(x) + f{x) 9 

fix) g(x)^g{x) f(x). 
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<2) 结合律 

Uix)+ g (x) )+AOO=K ； o+UOO+fcOO )• 

( f(x) g(x) )k(x)^f(x)( g(x) h{x )). 

a 

( 3 ) 分配律 

f(x) (g(x)-\-h(x) ) = f(X)g(x) + f(x)h(x)• 

(4) 消去律如果且则 

g(x)=h(x). 

显然，集合饩幻关于多项式的加法、减法和乘法是封闭 
的。但是，两个多项式相除就未必得到多项式了，这就牵涉到 
通常所说的 f f $手。设 i 7 是取定的域.对 

.其中 ^)^=0* ik 、# 在唯一的一对 h(x), r ( x )€ F [>〕， 使得 

f{x) =k(x)g(x) + r(x) , 

这里 r(x) 或者是零多项式，或者 degr ( jt )< deg ^( jt ). h(x) 

和 rOO 分别称为 f ( x ) 除以 g ( x ) 的亨$和令 + . —种特殊 

情况是余式即 f(x)=k(x)glxj, 此时就说在 Fix') 

中 g ( x ) 等 ffOO , 记为 gOOIfOO , 并称尽00是 fOO 的 p 
式. 如果分 POOGPO 〕， 彡 i , 不存在次数小+ 

n 的 f ( x ), gOOeFO 〕 使 pU ) = f ( AT ) gO ：), 则称 P ( X ) 是 

FCx -} 中的否则，称 POO 是 FO 〕 中的可$多 
，^必须舍 i ，•一 •个•多•项式是否可约,必须针对某个域•而•言 •， 

V +1 在 Rlx ') 中不可约，但在 CM 中却 「•分 解为 
f + i = u — v : r r )0 f + v ::： T ), 因而是 cw 中的坷约多项 


式， 


设 f(x) 和 g ( x 、 是 FO〕 中两个不同时为零的多项式 
如果 FCx] 中的某个多项式 d ( x ) 满足以下两个条件： 
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( 1 ) d ( x )\ f ( x ), (欠)，即 是 /^)和 S ( x ) 

的公因式， 

(2) 对任一满足 f (欠)1 f 00和# (尤） | g ( x ) 的々 U ) , 

必有 d ' Oc ) M ( x )， 则龢 # x ) 是 f ( x ) 和 g ( x ) 的孕高 *• 

特别地•把 fO ) 和 g ( x ) 的首项系数为1的最高¥因 kk 为 
( f ( x ) f g ( x ) ). 如果（如),容00 )=1, 则称 / O ) 和 sOO 是 
孕 f 的.此时,它们的公因式只能是 F 中的常数。 

* I 关于多项式的最高公因式有如下常用的定理. 

1-1 亨手)对于 Fix ') 中任意两个不同时 

为零的多项式 fix ) 釦 V ( V )\ 必存在 u ( x 、， ^ ooeFo 〕 使 

( f ( X )， g ( x ) ) - u ( x ) f ( x )+ v ( x ) g ( x ) 

特别地，若和 g ( x ) 互素，则有 

咖） f ( x )-\- v ( x ) g ( x ) = i 

证我们先证明以下事实。若 f 00 ^ h ( x ) g ( x ) + r ( r ) ,则 

( f { x ), g { x ) ) = ( g (%), r ( x )) 

事实上，记 d Xx )= s ( f ( x ), g ( x)) f d t ( x ) — ( g ( x ) f r ( x )) 




( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


为 


r ( x )= f ( x )- h ( x ) g ( x) P 

所以由 （ WlfW 和 d x { x )\ g { x ) 得 <00卜00,于是由 

<00 的定义知 <00 W ,00. 同理，由/00=^00玄00+ 
r (；0 和 ^ t ( x )\ g ( x ), AOOIrOO , 得义001/00 ，又有 <00 
\ dXx ). 因为 AOO 和 <00 的首项系数都是 1, 所以必有 

七 这就是⑴式. 

现在再来证明（ I )式.如 g ( x )== o , 则由假设知， fOO 的 

首项系数〜尹0,显然有 （ fOO , oXf ( x ) + i * o , 这是（ I ) 
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式的特殊情形。设则可设 + 

7 \(文）=0或 deg '(：0<如^(：0» 如果 n ( x ) = 0, 贝 1 J 

(Kx) t g(x) ) = (h l {x)g{x'),^{x)) 

— b~ l g(x) + 0*f(x) t 

_ 

这里 h 是 $00 的首项系数,这也是 （0 式的特殊情形 • 因 
此可讨论 gOO 和 r ^ x ) 都不是零多项式的情形，反复利用 

带余除法可得以下一系列等式 

f(x)^h 1 {x)g(x) + rXx)» 

I 

L 

g ( x )= h 2 ( x ) rXx )^ r ,( x ) 9 
r A (x) =// 5 (3f)r a (^) + r,(x) f 


⑷ 


7 • (x) =h^ t (x)r % ^ (x) + r 9 ^ t { x ) * 

r •一 2 U) = /? • Or) r •- 1 (jt) + r • (x ) ， 

N. 

r a ^ J (^) = /l t + iW r »(^) + r - + i ( x )^ 

_ 

■ 

这里 degg ( jtr)>deg r 1 (^ r)>deg r 2 ( A ：)> 

{ x )>0 n 这就是通常所说的辗转相除法的含义。因 
为 degg ( x ) 是非负有限数，所以必存在自然数$使 r . W^O 
而 r . + 1 W = 0. (因为 F 中任一非零常数必整除任一多项 

式） # 于是拫据 （3) 式可得 

( fix) f g{x) ) = ( g(x) t r i (x))r^(r J (x),r i Cx)) =. 

■ 

=(r• ^ X {x) ， r •( 欠 ）） =(，• （ r) ， 0 ) 4 M (x) t 


> deg r,(x)> 


de 


^ + 1 


这里 c 是 l ( x ) 的首项系数.在等式组 U ) 的倒数第二个 
等式中可解出 


r .{ x )^ r t - 2 ( x )— h t { x ) r ^ 1 ( x ). 
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但和 r ,- 2 ( x) 又对根据前面南个等式用其它足标吏 

■ 

小的 A,0c) 和 r f (X) 表出，所以最后可把 r,(x) 表为 
mgM 的线性组合，再除以 r,(:r) 的首项系数 c 即得 （0 
式*据多项式互素的定义，由 （1) 式立得（ 2 )式. ■ 

d 

关于多项式的整除性有以下常用 性质： 

(1) 若 fOOkOO , g ( x )\ f ( x) f 则存在 •使 f ( x ) 


g ( x ) 


(2) 若 f(%)|g00， g ( x ) \ h ( x) f 则 f0) 000• 

(3) 若 f ( x )\ gi ( x) f 


则对任意《,00 


必有 I 2«, 00及, 00。 

I ™ 1 

(4 ) 若 fOO|g(ar)AOO ， 且 （ f(x)>K>0)=l ， 则 /(x)l 

Hx ). 事实上，苛设 W(X)f(X) + U(A：)g(AO = l， 有 

% 

u 

u(x)f{x)h{x) + v{x)g{x)h(x)^h(x) t 

于是，由 f ( x )\ g { x ) h ( x ) 立得 f ( x )\ h ( x ) 9 

⑸ SLOOIffOO, LOOUOO, 且 ( fX x )^ fz ( x )) = i 9 


6F 〔 X 〕，i —l t 2 t 




事实上，设 gOOshOOAOO , U»J /lUXfj ( x ) h { x ), 由 

(LOO,f 办 >) = 1 得八 WWW, fAx)f t (x)\g(x) a 

(6) 若 POO 是 F〔X〕 中不可约多项式 ，则对任何 f(x) 

€打文〕,或者 ^(^)1/(^). 或者 ( p ( x ), f ( x )) = l . 由此可知 
当 p ( x )\ f ( x ) g ( x ) 时必有 p ( x )\ f ( x ) 或者 p ( x )\ g ( x) a 

众所周知，任一自然数 n >2 必可唯一地分解为若干个素 


数的乘积 


n = PiU 


Pl $ > 
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这里 Pi ， p 2 , … L 是 s 个两两互异的素数,是自 
然数。对于域 F 上的多项式也有类似的结果.任一次数 
的必可唯一地分解成 


f ( x )=^ apt ^( x ) pl ^( x ) . P ： § ( x) t 


这里1>, 00都是 F00 中的两两互异的首项系数是1的不可 
约多项式 ，匕 是自然数，是 fix ) 的首项系数. Piix ) 称 
为/(X)的 e, 重因式.给定域 F 上多项式 


+ . + a t x + a %> 


f { x )^ a n x n + 


某个复数 a 称为 f ( x ) 的一个拫，如果 

f(a)«a (l a i + + 0〆 +… 

当然，这个《未必属于但据代数学基本定理知，这种复数 
a —定存在。若 degf(x)=n ，则在 CO〕 中有分解式 

f(x)—a n (x—a i )^{x—a,) 9% . ( 欠一 , 

•是 f ( x ) 的不同的根，匕〆 ,,……是自 

然数。此时，称 h 是 /( 幻的 G 重根， i = l , 2, ••… •，L 对 
于给定的 f 00,我们希望不通过求就可以判定它有没有重 
拫.为此，需引进多项式导数的概念.对于给定的《次多项式 


+ ^^+^0 = 0 


这里 


I > > 


+ « 4 文 ^ + + + h a % x k 


f ( x )- a n x u + 


定义它的一阶导数是 


S ka h x k -\ 


/' ( x ) = f + …+女〜无卜 1 +…+ \ 


它是 n — 1次多项式。我们可直接验证有如下求导公式 
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( x) f 

( f ( x ) g ( x ) ) r =/ f ( x ) g ( x ) + f ( x ) g f ( x ) • 


现在可以证明 


卜 2 fOO 没有重根令今 （f00/ 00 ) = 1。 

证必要性.设 K 幻没有重根，不妨设 fix ) 的首项系 

数是1。则在 C〔X〕 中有 




f{x) = {x — a t ) . {x-Oi) . { x -a n )= 77 (x —or ,)， 

f - J 

是 fix ) 的两两互异的根。于是根据求 


这里 A, 

导公式得 

f r { x )= R ( at — a ) + …+ U (x—a r ) + *^+ II Of—»,)• 

i ^ 2 % * 1 i ■ 1 

i ★ i 

任意取定 f ( x ) 的某个根心，有 

(ffj)=o + . + n {a f —or ； ) + 




+ 0_0, 


这说明 fix) 与尸 <X) 无公共根，所以 = U 

充分性。采用反证法。如果 a 是 f00 的某个 f 重根，02 
则在 COO 中 f ( x ) 必可分解为 

f ( x )^( x - a ) € g ( x^ f 


于是 


f r (x)=c(x—a) , g(x) + (x—a) # g f { x ) 

= (欠 一 a) * ■ 1 leg{x) + (at — at) 〆 （ y) 〕 . 

由 €- i > i 知必有 r ( fl )= o f 所以 a 是 f (； o 和尸 oo 的公 
拫.如果 （ fOO . 尸 00 )= i . 则可设 
=1，将 


代入即得0=1之矛盾，所以 U ( x) t r 


ffi 








推论任一域 F 上的任一不可约多项式一定没有重拫。 
证设 PU ) 是 FO 〕 中的不可约多项式，则对 〆 00 e 
FM , 或者 1>00丨 V 00或者 （ K:)，f 00) = 1。但是， 
degf »0 O > de ? 〆 00且 〆 00— 0， #>(:) 不可能是 〆 00的 
因式，所以必有000, 〆 00) = 1， P ( x ) 没有重根。 ■ 

由于 FO 〕 关于多项式的除法不封闭，所以我们要引出 
上述的整除性理论。进一步还可模仿用整数集造出有理数集 
的方法，考虑集含： 


肿 {_ 


g(x)¥-0 


易见它关于以下运算都是封 闭的: 


faW + fz(x)_f 1 (x)g t (x)±g t ( X )fM 
gt(x) ^ g,(x) 


,(x)g 2 (x) 


f_M. • f»Q) _ hOO fM 

?iW g 2 (x) g t ( x )Stix ) 9 


fi{x) / f t (x) _ fj{x)g 2 {x) 

gXx)/ gt{x) gXx)f%(x) 

通常把 FOO 称为了 fff 令 f $, 这里的“有理”两 字指的 
是分子分母都是多 • • . • 

以上讨论的都是仅含一个变元 X 的情形。在伽罗瓦理论 

中还要用到含多个变元的多项式和有理分式•例如： 


Kx 1 ,x %f xz) — 2x\x 1 xl^zx\x\x % —bx t x{x % 


就是一个三元多项式，以下4个四元多项式 


Ot — x ^ x ^+ x ^+ x ^ 
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o 2 =x 1 x 2 + x i x^x 1 x 4 +x 2 x^x 2 x 4 -^x z x 4 
a X x 2 x ^ x ^ 2 x x % x x 2 x z x A 

o 4 =x 1 x 2 x^x 4 


有一个共同的特点，就是把 4 个变元的 4 个下标 1,2,3,4 作 

■ 

任何一个4阶置换 F 所得到的仍然是原来的四元多项式，这说 
明它们具有上述意义下的“对称性”。通常把这4个多项式称 
为初等对称多项式. 一 般地，含 n 个变元的 w 个初等对称多 

# • •♦參 

项式为 


Oi ^ 2^ i 尤 1 + 尤1 + 




2 


i i Xi 2 =¥ 2 + hr 3 + … + XA + 


欠03+…十^^” 


2 


这里心是所有可能的〖个心的乘积之和，不过这个& 

的下标必须镌 M 1<*1<*2< <1\<1易见，它们在任一 

n 阶置换下都不变。利用初等对称多项式可得到著名的韦达 


( F . Vieta , 1540-1603) 公式. 用它可刻划一元多项式的系 

数与根之间的关系，即 

. 定理卜3如果 x if x l9 


是《次多项式 


X 


+ . + OkX 9 ^ k + 


+ ■- 
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的 n 个根，（注惫系数足标与 r 的方幂之间的关系）则必有 
如下关系式 


， o k ={—\) k a 


O x 


o 


0 2 


戊 ■ = ( 一 ， 

这里 OTpCT,, …， or , 就是 …山 的 n 个初等对称多项式 

事实上，比较等式 


+ " 1 + .+ fli 尤卜 * +. m ^o%-\X~\-a % 

= (x-x 1 )(x-af a ) 




(x 


攀« # •• • 


两边 x 的同次项的系数就可得到所需要的关系式 

域？上的《元多项式的一般形式可写为 


x \ l x” ……々 ， 


f(〜x a ， …，； 


# • _ 


t 


都是 F 中数.称这种多项式是 


这里，所有系数 
对称多 项式，如果它在任一 之下不变，确切地说，若把 


II 


在打阶置换 T 之下的象记为/, ，则有 

，尤 •） = f i 

即把 A 换成 r /,， 多项式不变，1 = 1，2, …， n 。 关于对称多 

项式有以下重要 定理： 

定理卜4 (对称多项式基 g 定理〉 对于 F 上的任一 n 元 
对称多项式 f ( x lt x 2 f …… ,1), 必存在 F 上唯一的 n 元多项 

式屮 （U!， …， 鲈。使 


'龙，霧）， 


f ( x tf 


fXi i 


9 Xif 


♦ «» 




1 9 


… •0 = < P (° r i ， cy 2, …， O ， 


的 K 个初等对称多项式. 
这就是说，任一 K 元对称多项式都可唯一地表为 


这里是 


t X 


«兀初 








等对称多项式的多项式. 

例如，设 f ( x )=^ x 2 + bx + c 的根为〜则它的判别式 


JD | x 2 ) ^ (x I H~ ^ 1 % • 


b , o ^ c 代入就得到通常所见的二次多项式的判别 


用〜 


式: 


D — b % 一 Ac 


又如，设 f ( x ) — x ^ a l x l + a 2 x ^ a $ 的三个根为 a ^， a 和 x 


则它的判别式 


D— (x l -x 2 ) 2 (x x —x 3 ) 2 {x 2 — xi) 


显然是对称多项式。可以验证 D 可表为 6 的三个初 
等对称多项式 q ， h 和 的多 项式： 


4(7^ 3 +<7*£7^ + 18^^ 2 <7 3 — 4a5~27a| r 


D 


再换成 fix ) 的系数，可得 






一个三次方程有重根当且仅当上述判别式 D = 0 . 

通常，我们把 F 上 n 元多项式全体记为 Fix if x tf 


0 


〕，而 


f ( x t 


{ 


F(x lf x tf 


g(x if x 2 f ^%x n ) 


ffg^Flx L ,x 2 ^^ f x 9 ^ 

g^O 


称为 n 元有理分式域，它的元素都是 n 元多项式的商 
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域上的线性空间 


在平面上取定直角坐标系 { XOY }, 
则平面上任一点 P 都可用2维实向量 
{ x t y ) 表示， x 是 P 的横坐标，2/是 P 的 

纵坐标，它们都是实数。易见2维实向 
量全体 


V={{x,y)\x,y^R} 


关于向量加法 


(^1 + (^ 2 »- (^ 1 + . Vl+Pl) 

成交换群。另外在 K 中还可定义一种数与向量的 乘法： 

^(x f y) = (ax f ay) f Vad (x ， y) • 

_ 

运算结果仍是 F 中向量，而且还满足如下 等式： 

■ 

l-(x ， yXx ， y )， (ab)(x,y) = a{b(x,y) ) p 

A 

(a+b)(x ， y) = a(x ， y) + b(x ， y ) ， 

_ 

oC(x lf y t ) + (x 2f y 2 )^ = a(x lf y 1 )^a(x 2f y 2 ) 9 

我们就说 7 是及上的 2 维线性空间（又称向量空间），域上的 

线性空间的一般定义如下' ： . 

定义 2 _i 设 f 是域， t 是非空集合，在 r 中定义了加 
法 a +尽， aJGF 。 且对 a € F , 又定义了数量乘法⑽， 

运算结果都是 K 中确定的元素.如果满足以下 条件： 
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(i ) r 关于加法成交换群， 

( I )数乘结合律： ¥ a f beF , aev t 
(皿）数乘分 配律： 对有 

( a -\- b ) a — aa -\~ ba , a ( a -\-^)= aa -\~ a^ p 


0V)1 

则•称 7 是 F 上的一个纟，手字巧 , 可简记为 F - T . 

不难验证，域 F 上二芫式全体 

a . eF , n 是非负整数 } 

i _ 0 

I 

是 F 上的线性空间，其中加法就是多项式加法，数乘就是数与 

ft 

多项式的 乘法： 办(亡…/^士&^^类似地^上的^阶 


v^ev f 


FCxJ = 


方阵全体财, 0 ?)关于矩阵的加法和数与矩阵的乘法也成 J ? 
上的线性空间.由于两个可逆阵之和未必是可逆阵，所以 
GL n ( R ) 关于这两种运算不成线性空间。 

线性空间的维数是它的一个稂重要的特征。设 V •是域 

，〜是 7 中一组元素。如果对 


F 上的线性空间， a if a 2t 
某个存在 u 2 ，…,使得 


a=a 1 a 1 -\-a 2 ^2^ 


+ fly®Y ， 


则称 a 可经 ffl ， a 2 , …,“线性表出，其中 a ；, dl 9 

为表出系数。我们把 加法蠢 4 *) 中的单位先记作 L 读 


t 


作零元，它与数字零不同。易见，$必可经 F 中任一元素 
线性表出，表出系数全是 0 . F 中元素组 々, a 2 , 

线性相关，如果存在不全为 0 的 k lt k 


， a T 称为 


山 6 F 使 


k i “ i + 女 2 。: + ^ + k yQ ^ = S 
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既然必存在某个 I 不是0, f ： 妨设 Jfc Y #0, 则 a Y 必可经 

4 线性表出 


T — 


t 


) 


不是线性相关的元素组称为线 性无关 元素组，即 


^1^1 灸 2® 2 + 


■"J™ k y(X Y — 0 

当且仅当所有 I 都是0时成立。由上述定义可见， F 中元素 
组是否线性相关，与 F 的系数域 JF * 密切相关，所以有必要时需 
明确地把它们称为线性相关或 F - 线性无关. 

定义 2_2设7是域 F 上的线性空间。如果 F 中存在 
n 个线性无关的元素，但不存在更多个数的线性无关的元素, 

则称 F 是 F 上的 n 呼 ，手字 1'«〕，，统称为有限维线性空间， 
存在无限多个线性无矣壳去 W 舍性空向称为无限维线性空 


m. 


由定义可见，有限维线性空间的维数是唯一确定的。若 

I ^ 

V 是 F 上 n 维线性空间#则 F 中任何一组个数大于 n 的元素 

组必定是线性相关的.这一个事实以后经常要用到.若 v •是 
i 7 上 n 维线性空间,这仅说明存在《个线性无关的元素，但这 
种元素组未必只有一个.《维线性空间中任意一个含《个元 
素的线性无关组都称为7中的一个 F - 基。设…… 


是 F 中的 一个 P - 基,则它有两个特征性质.第一 ，任取 ord 
因为 y 的维数是 n , 所以 n +1 个元素 q 
性相关，即必存在不全为0 


， or ， ， a 必定线 


a ^ F 使 






n f 


¥ i + 


+ 6 


如果 fl = 0, 则 q 


不全为 o , 这与％，…… , or . 是线性 


f 
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无关的假设矛盾，所以于是必有 




这就是说任一 €7都可经基中元素线性表出6第二，这种 
表示法是唯一的。事实上，设 


Xj a i a i = C ^ i a % 


ai，bi eF, 


n 




但 a " 


p 是线性无关的， 必有 a i — b i=Of ft i—b i f i = 
«. 反之 ， y 中具有这两个特征性质的元素组 a , … 

线性无关就 

可以了.事实上，如果它们线性相关，即存在不全为0 

，〜使得 


* 


f 


,«，必是 F 中的 F - 基.这只要证明 


* t • 


1 * 




_ # « 


+ … + fl 售 


[*；i 


# 


n 


但显然又有 


0 * 0 ^ + 0 . 0 ? 2 + . + 0 


所以零元 e 的表示法就不唯一了，这与条件矛盾. 

我们来看一些实例。在及上的线性空间 

I 

V={(x,y)\x t y£R) 

中，取 0^=(1 ,0)， a a —(0,1), 易见任一 a ==( x ，|/) 必可唯一 
地表为 a ^ xa ^ ya ^ 所以 a lt a 3 是一个 i ?- 基， F 是1?上 2 
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维线性空间。在 


n 是非负整数} 

1—0 , 


FM 


中取如下无限多个多项式 


显然，它们构成 FM 中的一个 F -基，所以 F〔x〕 是 F 上的 

无限维线性空间。但是，对于一+确定的自然数《来说，次数 
不超过《的多项式全体 


'a , 


FM 


也是 F 上的线性空间，（请读者自己证一下），然而它却有如 
下有限基 


= 1 , a x =x f a 2 =x 2 , 




所以 FUh 是 F 上 7!+1 维线性空间 B 又如是 i? 上 

n 2 维线性空间，用五^表示这样的一个《阶方阵，它的(:V) 

位置上的元素是1,其它位置上的元素全是0。这种矩阵共有 

W 个，它们构成 MJi?) 中的一个 j ?- 基. ， 

， 最后,我们介绍一下 g 性空间的同构 概念。 

定义 2*3 设 F 和 F 是同一个域 F 上的两个线性 空间。 

如果存在7到 F 的双射 cr, 满足 


(1) (a+i?)°=a°+r » M-aJeV, 

^ F f (x $ 


(2) ( aa )° = aa a f 

別称 F 和 F 是同构的，记为 V ^ V Q 
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是 F 中线性相关 

W 是7中线性相关元素组。因而, 


2-1 设则 a lf a 1P 




元素组令今« 

同构的线性空间必有相同的维数。 


t 


, a Y 线性相关，则存在不全 


必要性。设 A ,% 


f 


使 


为0的 a lt a 2f 


,a 


d 


a 1 a 1 + j 2 a 2 - f " # ^ + « 


根据同构 o 的定义，而且注意到 a 也是加法群（7, +) 与 
(1+) 之间的群同构，它把单位元 <9变为单位元 t 所以 


d , 


a i a a 1 + a l a° 2 + ^^a 


a 


, a ? 也是线性相关的。 

线性相关，则存在不全为0 


这说明<， 

充分性。设<，<， 


Q j f O2 ， 


使 


fO 


+*•* + « 


仍据 < T 的定义得 


{a^a^+a^^ . ^a n a n ) a = 0 9 


但 a 是单射，必有 y = (9, 所以 




a x a x + a 2 a 2 ^ 


即线性枏关。 ■ 

•I 

设 F 是维线性空间，任意取定一个基 

_ 

则任 一 aer 必可唯一地表为 


a = a 1 a 1 +a 2 a 2 + … + • 


把这《个数排成长度为”的有序组 
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则它由 a 唯一确定，把它称为 a 在这个基下的坐标向量，考 

* # • • 

虑集合 


F^{(a if a 2 ^- t a 9 )\a n eF} 


易证 F " 关于以下运算 

(«i,. ， 1) + (&1 ， . 九 ）= (fli + fc i ， . r a n + b n ) f 


a { a lf 


f a n )~(aa it 


) 


a 


f 


m 


也成 i 7 上的 n 维线性空间，而且 7 与 F ” 是同构的，同构映 
射就是对 F 中元素取坐标向量（在取定某个基的前提下). 
根据这个事实可以证明 

定理 2 * 2 域 F 上两个有限维线性空间同构令+它们 
的维数相同。 


证必要性就是定理 2 * 1 所述,现证充分性.设厂和 7 , 
都是 F 上的《维线性空间，则有 


V t ^F\ V 2 ^F\ 

fir 是双射，且易证逆映射广 1 是 F •到的同构，即 

，所以，其中 p = arH 是 7 1 到匕的同构.| 


有限扩域与单代載扩域 


在§ 1 中已说过，<?, i ? 和 C 是三个数域 # 必须指出，除 
了<?,艮 C 以外,成域的数集还有很多很多，例如实数集及的 
如下真子集 


QK-J 2 ) = {a + bs/ 2 \a t b^Q} 
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也是域(这里 2) 是一个完整的记号）。这是因为 

(<2 + 办>/ 2 ) 士 ( c + rf - v / 2 ) = («±£：) + (办土</)^/2， 

(c + fcx/ 2 )(c + ^a/ 2 ) = ( 沉 + 2& 句 + (ad+&c)\/ 2 , 

a+b^/ 2 

r 

其中¥0,仍是 CKV 2) 中数。同理， 

Q(V 3 ) = {« + 6^/ 3 \ a , b ^ Q ) 

也是域 》 这些域都比 <? 大，称为 C > 的扩域，称0是它们的子 

_ 

w 

域。一般地，若 F 和五是两个域，如果 艮则称五是 f 的 

扩域， F 是五的子域 • 如果 FczE t 即 F 是 E 的真子集，则 

* * * * 

称五是 F 的真由 、域，2?是£的真子域。设是任一域•由 

* * • # • * 

于它对减法和除法封闭， F 中必包含0、1和 一1, 再由加法 

封闭性知，它包含所有整数 n , 再由除法封闭性知，它包含所有 

的有理数 n / m . 这说明任一域都是 Q 的扩域,有理数域是最 

小的域 • 因为一个代数方程求根总是在某个域中进行的，若 

它在某个域中无根，但可能在某个扩域中有根，所以扩域这个 
概念是非常重要的 。 

关于扩域，我们要引进一个很重要的 观点. 设五是域 JF 
的扩域 Y 则域 E 的加法群（艮+ )可以看成域 F 上的线性空 
闻.事实上，（£，+ )是一个交换群，且对任一 feF f eeE f 
必有 且满足 (fH (/ 2 o , 

(由于4未必属于 F , 所以（炙+)不能看成五上的线性空 

间） • 如果这个线性空间是》维的，则可任意取定一个基 


[(flc — 2bd^-\-{bc 一 2 1, 




c 2 — 2d 2 


这里 fi ， h，f 泛 F, e lf e t> c^E 9 


t 


a !， 
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它们都是五中的数，而且任一 ae 五必可唯一 


f a 


« f 


地表为 


a ^ a i ai + o 2 a 2 + 


这里，所有表出系数心都是 F 中的数。我们把 {<,€, 

} 称为域 E 中的一个基，表示这个基与 F 有关。此时， 

称五是 i 7 的记为〔心 F 〕= «。 有时,我们并不关心 

有限数《的确切•数就可径直称五是 F 的 有限.扩域.，用 
^ E : F ：< oo 表汞，例如， 〔 p (>/ T ):02, 因;^ ‘( r ,:!"} 

是它的一个 <?■* 基. 注意，数集 

■ 

■ 

F={a + b^/ 2 +c^/3 \a,b,c£Q) 


t 


a 


不是域，因为 V 2 *7 3=76 逆厂 但是坷以验证，数集 

■ 

* 

■ 

Q、sJ 2 # 3 ) = {a + 6v^ 2 \csj 3 6 \a f b f c,d 

■ 

j p 

■ 

是的 4 次扩域， { l , VT , VT , Ve "} 是一个 <?- 

我们考虑以下三个域 

_ 

_ 

■ 

Qc : Q {^/ Y ) cCKV 了, a / T ). 






因为 


+ 2 +C^/ 3 +^V 6 =(a+fcv/ 2 ) + (c + ^V 2)^/3, 

所以〔<?(^/1々丁){(^^)〕=2,{1, VT } 是 Q (V 2 f 

Vj ) 中的 一个卩 ( VY )- 基*于是，我们得到一个等式 


C^(a/2 ,n/3):QD 

s 

0?( Vi , >/ T ) ) KCW r ) 肌 

可以证明，这对任意扩域都是正确的， 

■ 

定理 3 .1 设尸£五£瓦是三个域，如果 〔 U 〕< oo , 则 


■ 
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tK ： E ^< oo f CE:F〕<oo, 且有次数等式 

^K ： F^ = ： K:EXE ： F) 


⑴ 


首先，由扩域次数的定义立刻可见，当〔尺:尸〕< 


时，必有〔尺: E 〕 〈⑦， C 五: F 〕< oo a 设 ( K : E ^ — m 9 〔五: F 〕= ?I 

在足 中任取一个五-基 { a lt 

I }。 任取 aGli ：， 它必可表为 


f a m ), 在 S 中任取一个 F- 


基 { 心， 


* 




G 五， 


a 


但这些心又都可表为 




.i 


于是 


—X] Ylb i ih bi i €F 


设另有 


=1] H c “尽 


€ F 9 


c 


iOi , 


* ■ 
t ; 


则 


i _ 1 L i - 1 


0 


因为 {ffl， …， ffm} 是 K 中的 E- 基， 0 的表 75 法仅有一种 

■ 

0 = 0*ai+0 # ffi+ + 


所以必有 
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I / — ^ I y —Ot / = 1 ， 2 ， 


ri/! 


是五中的基，立得 


再据队, 


f 


: = 1 ，2， 


? = K2 


这说明 K 中任意数都可唯一地表示为 m «个数心 or ,( i'=l 

…, n ) 的线性组合，系数属于所以{/?， 

， m } 是 K 中的 F - 基，（1)式得证， ■ 

下面我们要引进域的单代数扩域的概念，它在扩域理论 
中占着非常重要的地位.设 i 7 是任一域.考虑 F 上的一元多 
项式全体 

_ 

斤0〕= {/00=^。+0#+… + a n 是非负整数 }• 


4 

iff 


脅*攀 


t = l 


I 


易见，它关于多项式的加法、减法和乘法是封闭的。 

定义 3*1 称数 ( r 是域尸上$数元，如果在 FU〕 中存 

在某个非零多项式 fO ) 使 /( a)=0 /士则，称《是域 F 上 

超越元。 


由定义可见，任一 f { x )^ FM 的根都是 F 上代数元 
B 是域 F 的扩域.如果是 F 上代数元，则 a 是某个 fix ) 
€ FCx ^ 的根，但 fOO 也是 Six '} 中的多项式，所以 a 也是 E 
上代数元。例如 V— 1是 r 2 +i =0的根，所以V— 1既是0 
上代数元，又是及上代数元。但是，五上代数元未必是 F 上 
代数元.对于 F 中任一数《，因为它是： ^flr€Fl>〕 的根，所 
以 a 必是 F 上代数元。例如,圆周率和自然对数的底都 
是实数，都是 i? 上代数元,但都是 P 上超越元,因为它们不可 
能是某个有理系数多项式的根。这些事实告诉我们.代数元 
和超越元必须针对某个域而言，笼统地说某数是代数元或超 


m 
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越元是毫无意义的 9 

设 F 是域， a 是 F 上代 数元。 当然，在 POO 中以《为 
根的多项式有无限多个，其中首项系数为1的次数最低者称 
为 a 在 i ? 上的誉易见，它是唯一确定的，而旦在 

FU〕 中不可约 _(ft f 南燊个扩域中它可能是可约的)。把这 

个《添加到 F 上得到 F 的如下扩域 

FU )== {^ feyl /w> 


g(a)#0 

它就是把 a 代入 F 上的所有有理分式 f ( x )/ g ( x ) 后所得的 
数全体.注意， F ( a ) 并不是 F 和单个 g g a 的集合并 ,而 
是按上述 定义生 成的一 个域。 我们把@称的 单代数 

扩 域:1^ ^卩¥个 代数 ■ 元所褥 的扩域 . 例如， C 是卓 

戎 it 扩域 


g(AT) 〔 FO 〕 


C — R{\/ 一 1) = {a-\~b\/ 一 1 I a t b^.R] m 

事实上，利用（公二0 2 = — i 可证，把任一复数〃十纟公^代 
入任一实系数多项式/00,得到的仍是某个复数 v + 

b . 而两个复数相除仍是复数，所以的这个单代数扩 

域中的元素的形式是非常简单的.易见，如果 CT 在 F ， 则 F ( a ) 
是 F 的真扩域；如果则据 F 是域即可证 
所以实际上并没有 扩大。 由此可知，当且仅当 
i 7 。 这个事实以后常常要用到. 

我们进一步考虑这样的问题：一般的单代数扩域 F ( a ) 
中的数可写成怎样的形式？它是否会象在中 
所见的那样简单呢？我们有以下结果. 

定理3* 2 (单代数扩域结构定理）段《是域 F 上代数 
元， a 在 F 上的最小多项式为 P ( x ), deg />(» = n ，则 
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^1-0 丨 ^ 


且 CF ( ff )： F ] = n 0 此时称 a 是？上》卞$学$。这说明 
中任一数都可写成系数属于 F 的 a 的会命僉/且次数不超 

过《一 1 o 


证首先.任取 l / g ( a )€ F ( a ), 这里 g (^) GFO 〕， g ( a ) 
★ 0, 因为 Kat ) 是 PO 〕 中不可约多项式， g(a)^0, p(a) 
= 0,必有 p ( x )^ rg ( x ) t 所以 g ( x ) 与 P ( x ) 必互素，即 g ( x ) 
和 〆 幻的公因式必是 F 中的常数。因此根据定理 1*1 知， 

必可求出 u(x), 使 g(x)u(x) + p(x)v(x) = l 9 

将 x—a 代入，由 i >( a ) = 0 得到 g ( a ) u ( a ) = l ， 柄以 l / g ( a ) 
=«(«) 是 a 的多项式。其次，任取 f ( a )/ g ( a ) eF ( a ) t 可设 
f ( a )/ g ( cc ')= Ka ) u ( a ) 0 由带余除法可设 


这里 r ( x ) = 0 或 0^ degr(^)<deg p ( x )^ 再利用 p ( a ) = 0 


/(«)tt(fl) = r(a) = a*, Qi 


要证 〔 FO ): F 〕= n , 只要证明 lw , 


1 F(a) 

中的一个 F- 基。可表性前已证明，再证表示法是唯一的. 


设 F(a ) 中某数; c 有两种表 示法: 


= 5H tf i a ’ = , 


a ,■ ，6着 G 尸 


令 Wb i } 就有如果存在某个系数尹 o , 
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则 a 就是 fm 中次数小于 n 的非零多项式的根 , 

这与 p(x) 是《在 F 上的《次最小多项式的假设矛盾，所以 
所有 f 1 = 0 , 0 , =bi ,即表示法唯一.麗 

既然在域 i 7 上添加一个代 数元〜 可得到单代数扩域 
F (〜），那末，在 F( ai ) 上再添加一个 F(a t ) 上的代数元 oT, 
又可得到 F( Bi ) 的单代数扩域 FiaJiaJ , 我们把它记为 
F(a xt a 2 ) •( 在本节末将证这个是 F 上代数元）。如此 
下去，经》次后可得到 F 的扩域 
a. 是咖 

们称这 个丑是 ^的亨 fpf 乎笮尽爷现在，产生了一 

个 问题： 对于给定的V, •可•以•先•添•加 •《: ，• 再添加〜得到 

I 

也可以先添加 a,， 再添加 a lt 得到 PXo^cO, 那末 
这两个域是否相等呢？回答是必有等式 

i J, (a 1 ,a,)=F(a J ,a 1 ) 

这可以这样来 证明： 由单代数扩域的定义，不难看出 FO) 是 
包含 F 和 a 的最小域， F(a ltaj ) 和 JP (〜,％) 都是包含 F ， 

A 和 A 的最小域，所以它们一定相等，即这样扩域与添加 
元的添加次序无关。推而广之，可证 fU, ，…,^)与 A 的添 

加次序 无关： 


,aO, 每个 

,« 1 ^)上的代数元（也是 F 上代数元）。我 


t 


0 


F{a t , . ,a 9 )—F(a Il , . ， a “）， 

m 是任一 《 阶排列,且此域中任一数必可写成， 

a 魏 的有理函数，系数属于 F， 即 


F ( 


9 a n ) 


• • • 


i 声 


，…， a 9 ) Kf • ，欠《 ) ， g ( 尤 〆 _.，^)€ 

， … ， a*) FiX ， … ， ;〆••，“• )¥=0 
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其中 Fix t , …，: t ，〕 表示系数属于 F 的 w 个变元 A ，的 
多项式全体 • 因为每个 F( ai ，…, 《,) 是… ) 的 
有限扩域,所以应甩定理3 4的次数等式，知，…， a,) 
必是 F 的有限扩域，因此，有限次添加代数元扩域必是有限 
扩域。进一步可证,反过来也真. 


定理3_ 3 设 S 是 F 的有限扩域，则五必是 F 的有限 

I 

次添加代数元 扩域： E = F(au au 


,h), a, 都是 F 上代 


办入 — * 

数兀 


证设〔五: F 〕= n . 任取£中一个 F- 
可以证明 E ^ F(au 


)。事实上，因为所有瓦 

)^ E 0 反之•由基的定 




«2# 


, a 


n 


五，而五是域，所以 F(au a 2 , 

义知，任一 必可写成 + a, £ 

F ， 所以 o ^ F { a ir a it 

必有…, a ,) •由〔五: 知， _ B 的加法群看作 
F 上线性空间时其维数是 n， 所以对任一取定的 E 

中 《+1 个数 -, a ) 必是 J 7 - 线性相关的，即存在 
不全为0的 


， a 


n 


) ，即 E ^ F ( a t , 


h 于是, 


* _ • 


， a 


fl 


使 


a ” 


• • • 


0 # w i# 


+ ^!«, +^ 3 or ? + 


+ = 0 , 


于是 ffi 是 + . + a n x n GFC^D 的根，是 

F 上代数元. _ 

由以上论证可知，有限添加代数元扩域与有限扩域是一 
回事. 在下一节中我们将进一步证明，域 F 的任一有限扩域 
E 必是单代数扩域 E ^ F ( p ), 因此 K 中任一数必是 P 的多项 
式，系数属于 i 7 。 这样，单代数扩域的重要性就显示出来了， 
何况它的结构又非常简单，元素都是一些多 项式！ 

顺便提一下，若 五是 F 的 n 次扩域，则任一 a ^ E 必是 
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P 上代数元.这是由于1, a 
线性相关的缘故， 所以 F 上有限添加代数元扩域五 

中 每个⑴ 都是 F 上代数元。 

在以下两节中，我们要讨论以伽罗瓦的名字命名的扩域 
和群。 伽罗瓦巧妙地把它们沟通了起来，把域的问题变为群 
的问題，从而提供了解决五大难題的依据和途径. 


， a " 这 «+1 个数必是 


罗瓦扩 


天才数学家髙斯在22 岁时 就证明了著名 的代数学基本 
“任意一个复系数多项式在复数域中必有根 •”/ kkx ) 
次多项式，任取它的一个根在复数域(：上必有分解 

A ：/(^) = (^~ r 1 ) g ( x ), degg ( x )= n — 1；但 g ( x ) 在 C 中也 

有根它也是 f ( x ) 的根，故有 fixy^ix — r ^ ix — r ^ hix )； 

…如此下去，必可得 f { x )=^ a ( x — r i )( x — r 2 ) .( r — r ,)， 

是 fix ) 的首项系数，所以 n 次多项式必有 n 个复数根. 


a 


例如 


x A — 2 — (x — ^/ 2 )(x+4 / 2 )(^ — 4 / 2 i)(x + 4 / 2 *), 

这里二1,它有四个复数根 ±</ Y , 不难想 

象，对于一个特定的多项式 fix) 来说，可能存在比复数域 C 
小得多的子域 F 已经包含了 f(x) 的所有根，如果一律放在 

C 中考虑就显得浪费了，而且也显示不出 fix') 的特性.例 

\ 

如，在 C 的真子域中已经包含了 V— 2 的 
个根(包含 4/ T 和 VT *, 必包含相反数一 和一 4/ TV )。 进 

一步，任意一个包含/一2的所有根的域必定包含0和 


U!| 
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±</^，土 2 *， 因而必定是的扩域 。 所以 

是包含 〆 一 2 的所有拫的最小域 a 同理，包 

含夂 2 2的所有根的最小域是0(、/二 T), 它也是复数域 
i?(A/ — 1) 的真子域。 


定义 4 ，1 设 f(AT) 是系数属于域 i? 的多项式。 F 的包 
含 /U) 的所有根的最小扩域 E 称为/(幻在 F 上的分裂域〃 

这里“分裂”的含义指的是， fOO 能在这个域中’芬 龢成 

一次因子的乘积*关于多项式的分裂域，我们要强调指出以 
下 两点。 首先，对于给定的尽管它的根 > vr 2 , 

未必知道，但总是客观存在的，而且都是 F 上代数 
元。把它们统统加到域 F 上，得到 F 的有限添加代数元扩域 

E=F{r lt r 2 




r n ), 它也是客观存在的域，而且是 JF 的有 
限扩域 • 我们应该承认客观存在的东西，即使它是未知的，这 
丝毫也不影响我们作理论上的推导,从而得出正确的结论.易 
见，把 f ( x )^ FM 的所有根添加到犷上去所得到的域 E 就 
是 /U) 在I 7 上的分裂域 • 因此，有时候也把分裂域称为根 


• •■聲 


• 9 

t 


域。其次，若 fU)€FU〕， ，是 F 的扩域，当然有700 G 

P U〕。 如果 f 00的全体根为 
上的分裂域为 Fir , 

裂域为伊 (&〜•• 


， L ，则 /00在 F 

…，\),同一个/00在伊上的分 

)。一般来说,这两个域未必 相等： 

…，，…， r”）。 因此，说到分裂域，应明确指 
明是在哪个域上的分裂域，仅说 f(^) 的分裂域是没有意义 

的.例如，V— 2 既可看成是0上多项式，又可看成是 J? 上 


r ^ r 




和 c 上多项式，它在 Q 上的分裂域是卩因为 

S 

Vi 是实数，而所以它在及上的分裂域是 

_ 

R (^/ Y ^ Yi )^ R ( 4 / Yi ) P 它在 C 上的分裂域就是 c 本 
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身 


o 


下面我们给出分裂域的重要例子。 

例1 f ( x ) = x ^-\ 可以看成任一域 P 上的多项式，它 

的任一根称为 n 次单位 根。 易 
见,有且仅有 n 个'两’两'不’同的 
次单位根 


71 


o > 4 = cos ^0+ V — lsi nkO , 


2 tc 


这里， 0 = — , 左 = i ，2. 


n 




n 


它们是单位圆周上的 《 个等分 
点（如图）。用复数的逮莫非 

(De Moivre , 1667〜 1754) 公 

式易得 . 


= ( cos 04 - \/ — 1 sin 0)* =( o\ f 


CO 


所以 n 个 n 次单位根恰成一个 n 阶循环群 

U n — 


称为 《 次单位 根群.例如 


f 


1 + V 一 3 


U % =\\ f 




2 


一 1 + V — 3 


\ / 一 1 — 一 3 y 

M — 2 — )， 


= ( 


2 


1/ 4 = {1, n/ _ 1, —1, — V — 1} 

< v /— 1) = < — V — !>• 1 
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由于每个根 0^=0);, 所以 V — 1在 F 上的分裂域就 是 

Fico ,), 它是 F 的单代数扩域，当然，这种添加元不一定是 

唯一的，循环群中任一生成元都可作为此单代数扩域的 
添加元 . n 阶循环群= 中某元 W 是生成元，当且仅 
当它是 n 阶元，当且仅当= 即*:与 n 互素，它们的最大 

公因数是1。这种阶是 n 的 n 次单位根称为 n 手;，共有 
〆 《)个(见第40页)•若 P 是素数,任一不是1 单位根 


必是 P 次本原根.例如，3个3次单位根1, 一一+ 


2 


2 


1 V — 3 


中，有且仅有2个3次本原根一了土 


2 


个4次单位根±1, 士 V — 1中仅有2个4次本原根士 V — 1, 
而一1是2阶元,因而是2次本原根。由此可得结论： f ( x ) 成 

一 1在任一域 F 上的分裂域必是单代数扩域五=八0),这 
里 6) 是任一 n 次本原根，现在讨论扩域次数 〔£: F 〕. 因为 

一 l=r(X—1)(X" - 1 + :’_*+.+ X+1), 

任一 n 次本原根必是 g ( x ) = x n ~' l + x n ~ 2 + .+ x + 1 的 

根.由于 SO ) 在 FW 中未必是不可约的,因而未必是 6) 在 

F 上的最小多项式，所以 mco )： F ：< n ^\ f 其中等号未必成 
立.例如 


X 


X 


X 4 —1 — ( x—l )( X + 1 )( x a + 1 )• 


任取4次本原根/,就有 〔 F (0 : J P 〕=2<3。 如果取系数域为 
有理数域 a 则可断定 iQ ( o )): Q ^ = < p ( n ) p 这里0> 是任一《次 


本原根。其根据是、可以证明 


t co < p { ny ) 确定的 < p ( n ) 次多項式 


设为 0)^(0 29 
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炉 < o 

^> n ( x )~ n ( x —,) 


必是 0 上的不可约多项式，而且它就是任 一 《次本原根在0 
上的最小多项式.（证明略）。特别地，对素数 P 次本原根仿 

必有〔0(故）:0〕1» 

例2设《是某域 F 中取定的一个数，则可验证 « a :)== 
a 的〃个根是 

这里是任一 n 次本原根。因此， f(^) 在 F 上的分裂域为 

_ 

fl )— F {^/ a »&?)• 

这个等式可以这样来 证明： 因为右边这个域包 fTCT 和 0), 
由域中乘法封闭性知，它必包含所 有根& 义1(:’ 一 0, 1, 

1), 因而包含左边这个域。反之，因为左边这个域 

包含以 7和,所以必包含 ct)*V a ( 0 ,因而包 

含右边这个域。因此，这两个域相等. 

利用分裂域的概念可以证明如下重要而又漂亮的结论 B 

F 的任一有限扩域五必是单代数扩域. 
先考虑添加两个代数元的情形.设£ Fun f 
上的代数元和0在 F 上的最小多项式分别是«幻和 

g ( x ). 考虑它们的乘积多项式 KxUOO 在£上的分裂域 

_ 

K f 则在 JCO〕 中有 

f{x)={x ax){x—ai)** t (x <x„), x = a> Van € 尺， 

g(x) = {x ^ 9 \ ¥ ,eK. 

在 F 中任意取定某个非零数 


—、、 幻 a ， 


g > Z / a f o ) 2 a 


f o ) 


X 


F (^/ a P ( o ^ Z / a , co 2 *^/ a 


(O 


• • • 


, n 


4*1 


























\7 

1 

/fv 


¥ 


• f 




i 


V 




fa 




易见，右边这种复数最多有 （mrM)(n—1) 个，而 F 是无限 

_ 

域，所以这种4必可取到。（尽可能取令 

d = a+ 邱， 


则由的取法知 


1 = 2 , 

；= 2 > 


m 




现在可以证明 F ( a j 、= neh 首先，由沒 = fl + 邱和 deF 

知，为了证明反向包含关系也成立,我们考 
虑系数在域中的多项式 

h(x)=f(d-dx)eF(0)M 9 


这里 Ke - dx ) 表示把 f ( x ) 中的变量 A： 统统换成 e — dx 得 

到的新多项式，那末有—卯 )= fU )= o , 这说明浮 
是 g (*) 和 h { x ) 的公共根。进一步，对 g ( x ) 的其它根/?;, 

n , 有力 (D=K 沒一郎,0。但已知 A 


， a m 是 

fO) 的仅有的根，且 0 — 祁；与任一乂都不等，所以 


本0, 这说明了沒是 g (幻和 A (；0 唯一的公共根, 

x -尽 就是和 Kx ) 的最高公因式。我们回忆一下在 §i 

_ 

中所讲的多项式的带余除法。设 gM ^ q ( x ) h ( x ) + r ( x) t m 
为 以幻和 Kr) 的公共系数域是 F (6), 所以^0和 r ( x ) 
也是 H 6) 上的多项式，而和 h ( x ) 的最高公因式是用 
辗转相除法求得的， 所以 x -0 的系数必定属于公共的系数 
豫簡、 这说明沒），所以 a =0 —祁 € K 0), 又有 

F ( a t ^)^： F { d) tl 于是 F(ar, ^)=i ? (^)=i 7 (a+^) 0 

既然两个添加元能换成一个，则 


F(a, B, r)=F( ff , ^)(Y)=F(d)(T) 
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更一般地， F 的有限扩域五必是有限添加代数元扩域五= 

ran ), 因而必是单代数扩域五 ■ 
这就告诉了我们一个很有趣的事实 :若对 《和 P 能取到4 
=1 (这在很多情况下可以取到），则必有 F( C r,j9)-F( a +i?) 8 
例如， 0(VT, VT)=(?(V 2~+V 3~),这只要验证一下取 
d =\ 必能满足条件 (1) 式即可。 

根据这个定理可立刻 推得： 任一 f(；0eFj>〕 在 F 上的 
分裂域 K 必是 F 的单代数扩域 

E=F(r lt r 2 , 


F ( 


IF C*2f 


t r n ) 。 

尽管这个 a 可能很难具体找出来，但是这个结论已经令人非 

常满意了！ 

多项式的分裂域有个很奇特的性质，就是它有某种“正规 


性 


定义心2设冗是 F 的有限扩域.如果 K 满足以下条 

件： FO〕 中的任一 n 次不可约多项式,或者在 E： 中无根，或 
者《个根都在 K 中，则称 K 是 F 的正规扩域。 

满足这种古怪条件的扩域的确是夫 i# 垚的。我们先仿 

照群的同构来定义域的同构.设 a 和是两个域。如果 

存在 h 到尺 的双射 <r, 满足 

、\ 

(a + b)° = a a + b a f (ab) 

则称 cr 是 F t 到 F 2 的同构满射。此时称厂和 F 2 是同构的 

域，记为 F x ^ F 29 同时有 F 2 Wp 4 , 这里(7- 1 是双射 <7的逆映 
射： aa^^lF^a-^^iF,. 如果不关心是哪个 a 时，就记 
为 F t ^ F lt F 2 sP \。 例如， C 的以下两个单代数扩域 

/ 2 ) = {a + fcV 2 \a,b^Q} p 


b°, ¥^&€F；, 
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Q(aJ 3 ) = {« + &V 3 |a, 6^^} 

是同构的，同构映射可取为 

，■ ■ ■ 

0：a + bs/ 2 — >a + b^/ 3 0 

(读者自己可验证一下 X —般地，若〆约是某域 F 上的 n 次 
不可约多项式，《和0是 gO) 的两个根，则 


尸 (a 卜 {ma〆 卜, 

k i - 0 




必是同构的单代数扩域，同构映射可取为 


( 2 ) 


Ea.V 


Yfl, GF 


现在可以 证明： 

定理心2任一 f (幻在 F 上的分裂域£必是 F 
的正规扩域。 


证可® 五=刊《:,0^,.“，<30,这里 #(〜）=0。若 g(X) 

是 FM 中某个不可约多项式，已知它有某个根 aEE 9 任取 
5(0 的根^要证右€5。由五知，/(幻在 F(a ) 上的 
分裂域是 ^ 


P( a )(°ip . ， a n)^F(o l9 a n ){a)=E(a)=E f 

而 fO) 在 F0?) 上的分裂域 

F(^)( a ip . ， a n )(^)=E($) m 

前已说明 cr 如 (2) 式所示.因为同一个多项式 
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在同构的域上的分裂域必是同构的(证明略)，所以足 
而且 r | F( , )= a, 这说明域 E05) 的加法群和域 E 的加法群 


之间存在一个双射 r。 因为这两个加法群都是 F 上的有限维 
线性空间,而且由 r | F(a) 


和 (2) 式知 r 限制在 F 上必是恒 
等变换，因此这个 r 也是这两个线性空间的同构。因为同构 


的线性空间的维数一定相等，所以但 

所以必有五(«=瓦 爲 eE 。 这就证明了 £是尸的 
正规扩域 • ■ 

定义 心3域 F 的任一有限正规扩域 iC 称为的伽罗 


瓦扩域. 


因此，任一多项式在系数域 P 上的分裂域必是伽罗瓦扩 

域，任一伽罗瓦扩域必是单代数 扩域. 伽罗瓦扩域是伽罗瓦 
理论的主要研究对象之一。 

设 


« B ) 是 F 的任一有限扩域。一般 
说来，五未必是 F 的正规扩域。能否把 B 扩大成 F 的某个 
正规扩 域呢? 设〜在 i 7 上的最小多项式是心00, /=1,2, 


9 


,«• 令 


f(x) = g\(x)g 2 (x) . gn(x ) 9 


则这个 fO ) 在 F 上的分裂域尺必是 F 的正规扩域。可以 
证明，用这种办法构造出来的扩域尺必是 f 的包含五的最 
小正规扩域。首先，由所有的知 EQiC。 其次，任取 
F 的包含五的正规扩域及\既然包含了 f (幻的一个 

根心（因为 U 五)， 由正规性知，它必包含容办）的所有根 
(*•= 1 , 2 . 


«), 所以尺必包含«欠）在 P 上的分裂域 iC。 
我们把这种 瓦称为 E 的正规 闭包。 毫无疑问，这种正规闭包 


參 ♦螫 I • • 


P 


是客观存在的,它就是上述 f (幻在 F 上的分裂域。还有，如果 
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. ， . ， D， 

则由这两个不同的添加元组{心, …， a «} 和{仏，…,疗„}所确 
定的两个正规闭包虽然未今相同,但必是同构的(证明略）。 

最后说明一下以后经常要引用的两个事实。首先，设五== 

身 

心）是 i ? 的任一伽罗瓦扩域，⑴在 F 上的最小多项 

_ 

式是 sr ,( OG = l ,2 ，…, 既 然五是 i 7 的正规扩域，《, € 

E, 那么 tG ) 的所有根都属于因此， E 就是/00 = 

1 

gX^)-g 2 M …… lO ) 在 F 上的分裂域。这说明 i 7 的任一 
伽罗瓦扩域必是某个在上的分裂域。其次, 
设给定三个域 


_ 

如果五是 F 的伽罗瓦扩域，则五必是某个 f(x) € F 〔；0 在 F 
上的分裂域。当然，这个/(^)也可看成是 KO 〕 中的元素, 
但已知的所有根都在五中，所以由分裂域的定义知, 
f ( x ) 在 K 上的分裂域仍然是这个这说明也是 JC 的伽 
罗瓦扩域。但一般说来， K 未必是 F 的伽罗瓦扩域，因为它 
未必是 F 的正规扩域. 


从本节起，我们把£是域 i 7 的扩域这一件事简记为 
这个记号丝毫没有相除的含义。例如， C/R t C/Q 等等 
都表示扩域。域五到£自身的同构满射称为 E 的自同构 9 

因为群的自同构必把单位元变为单位元，所以域的必 

■ 

祀+ ) 的单位元0变为0, (£' •) 的单位元 i 变为1,因 
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而保 持整数不变， 保 持一切有理数 不变。 这说明任一域 
任一自同构 (7 限制在有理数域0上必是恒等变换， 即… Q = 

现在要证明，域£的自同构全体关于变换的乘法成群 
设 a 和 r 是 E 中两个自同构，则对任意 a ， b £ E ， 有 

( a + b) a = a a -\- b a f ( aby = a ° b \ 

I 

(fl + 6) T — a i (aby — a x b f t 

于是根 据变换乘法的定义知，对任意 a ， beE 有 

( a + b )° T + b a ) t + 

即 cn* 也是五的自同构，考虑 a 的逆变换记 〆==<?， 
则 a °~ 1 = a 0 任取可设 

于是根据 

a - i-b — a c , - hb a — ( a - j - b) <J p ab = a ° b ° = ( ab ) 




4 


b = b °, 贝! = 


a = a t 


得 


(fl+fc) 广 1 =fl+&=a + 

— a ~l—l 

— ab = a b t 


(ab ) 0 ^ 1 

所以也是 £ 的自同构。这样就证明了 K 的自同构全体 

关于变换$法成群，称为五的自5，，，记为 Aut 艮 这个群 
是集合「上的变换群 r 的子_ ( iEm 25 页）。伽罗瓦理论 

的妙处就在于考虑如下面所说的一些特殊自同构 • 设五是域 

_ 

F 的扩域，考虑如下的自同构集合 


Gal E / F—{o |<7 G AutJS, 

其中每一个 a 都不变 F 中的任意数，即 cr| F =l F 。 仍据子群 


^aeF} f 


7 


=fl 


i 
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判别定理,可证 Gal E / F 是 Aut E 的子群，称为扩域 E / F 的 

伽罗瓦群。这里的 Gal 就是 Galois 的头三个字母，不妨读作 

/伽¥瓦\在 Ga 1 E /? 中，每个自同构都保持 F 中数不变，故 
又可称为自同构，所以 GalE / F 是由 E 中 F - 自同构全体 

所成的群. 

我们的目标是研究多项式，因此，还要定义多项式的伽罗 
瓦群. 设 i 7 是任一域， f ( x ) eFw , «. x ) 在 f 上的分裂域 

是艮则把群 Gal E/F 定义为 Kx ) 在 F 上的伽罗瓦群，并记 

为 G fo 这种由某个多项式 K %) 确定的伽罗瓦群有一个非常 
重要而又非常简单的 性质： 任一 0^(?,=031五/^'必把/(；0 

的根变为根。事实上，设 

f ( x )— a 9 i - a i x + . + a n x n , a { GF , 

任取 fix ) 的一个根〜 mcteE , a 




任取 o ^ Gal 五 / F 。 因为 or 是域的自同构，且不变所有的系数 
fl , , 所以必有 


/7, + <2 J o <r +.-f-a „(a a )" = 0, 


这说明^也是 f ( x ) 的根。伽罗瓦也许是由于想到了这一点, 

才取得了巨大的成功！有时就可利用这一事实确定某些扩域 
的伽罗瓦群。 


例1设五=^0),以 F , 易见，{1,«}是£ 

中一个基，中任一数必可写成 b + cu , 其中因 

为土 是 f ( x)=x 

fix ^ x ^ aeFM 在 F 上的分 裂域。 任取 o ^ GalE / F 。 因 
为 a 必把 f ( x ) 的根变 为根： a — 土#，所以 Gal E / F 中只有两 


的仅有的两个根，所以 E ^ F ( u ) 就是 


100 






个 元素： 一 个是恒等变换，另一个就是 


b 9 ceF 


cu 


所以 Gal£/F 是 2 阶群 <or>. 

一 3 ) 在 <? 上的分裂域， C^：GD = CC>(VY.VT) ： ^(VT)) 

C 0( VT )： C>D = 2*2 = 4 o K ^ t ) 的4个 根为土 士 n /了. 
任取 aeGal 五 /(?. 它必把 fO ) 的根变为根， 因为土 是 

d 

g ( x ) = ?-2 的根， gOO 的系数也在 J 之下不变， a 必把 
g ( x ) 的根变为根 a 同理， c ； 必把 AOO =?-3 的根变为根， 
所以 Gal E/Q 由4个元素组成,我们用表说明 如下： 


2 


0^3 


<U 


o 




a/ 2 一 n/ 


2 


sj 2 


2 


s / 3 — > 


V 3 


x /2 , V 3 , — V 3 依次标为 1, 


如果把 f ( x ) 的根 V 2, 

2,3,4,则<^就是恒等变换 (1)， q 是对换 (3 4), a 3 是 (1 2), 


是 （1 2) (3 4), 所以 Gal E/Q 就是 S 4 的子群 


4 


{(1),(1 2),(3 4),(1 2)(3 4)}, 

可证这个群同构于克莱因四元群 

这个例子已经把多项式 yo ) 的伽罗瓦群与 fix ) 的根的 
集合上的置换联系起来了，这一点非常重要！另外.它还提 
醒我 们：五 中把 Kx ) 的根变为根的变换未必是伽罗瓦群中 
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的元素.事实上^中某个变换把 f (^) = (^- 2 )(^- 3 ) 
的^变为八丁，如果它是自同构的话，那未必定把 2 = 
(公变为(八了 ) 2 = 3 ,但这是不可能的，因为自同构不变 
任一有理数. 


3 求 f ( x ) = V — 2 在<?上的伽罗瓦群。前已提到 
fk ) 在<?上的分裂域是 i ? = CU / T ，丨‘ • 4 /了)，这里 

是4—次本原根 . 〔E : O CQ (4/ Y . i ^ Y )： Q (^/ Y)：iQ 

(4/2 ):0〕 = 2*4 = 8。为书写简单起见，记 A = 2，则 /(*) 

4个根为 土 A , 土 fA . 根据把根变为根的性质，可知 G , 由 
以下8个元素 构成： 


a; a 2 a $ a. 


A A 心 a a 


A X 一 A 一 A /A t A —— tX 一 tX 


A 一 X A A 一 iX —— tX tX tX 


(0 


|*乂_> 


tX — jA iA 一 tX A 一 X A — X 


iX -> 


i A iX 一 iX iX 一 A A 一 X A 


有兴趣的读者可以验证一下这 8 个变换的确成群。 

I 

从上面 3 个例子中，我们发现了一个有趣的事实，即群 

Gi \ E / F 的阶数恰巧就是扩域的次数 〔 E : F 〕。 实际上，对于多 

项式的伽罗瓦群来说，这总是成立的，即有 

定理 5 * 1 设在 F 上的分裂域是 E , 则 


\ Gst \ E / F \= CE : F ^) 


iH G = Ga \ E / F p 〔 E : F 〕= m , 根据定理 4.1 知必存 


在使 
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、 i » 0 ' 


E 


设 a 在 f 上的最小多项式是 gOO, 则 g (幻是 《 次不可约多 
项式，因而一定没有重根(因为 


ig { x ) t g [( x )) A )^ 设它的 




m 个根为< 


首先,对任意取定的根心，变换 


Yl a i ai i * 


订，: 


显然是 E 中自同构，所以 a ; eG , 它把《变为 

，〜两两互异，所以进一步，任取 c；eG, 
因为 CT 不变 F 中数且把 f ( x ) 的根 a 变为某个根，所以 a 必 
是上述某个〃, . 于是证得 G= (CT, ,0 2 ,…， ‘} ,故|<? | 

下面我们要进一步弄清楚多项式的伽罗瓦群与它的根集 
上的置换群究竟有什么关系 # 设 F 是任一域， Kx ) eFM . 
一般来说，在 P '〔幻中， fO) 可分解为若干个两两不同的不 
可约多项式》,(幻的乘积 


为 


* 

I • 


<^1^2 


奄 


t 


J/iJ 


fix)=p^(x)p^(xy ••… woo , 

其中自然数 OI , 即/00可能有重根，但是对应的 

fM=p r t (x)pM . p t (x) 

却没有重根，而且/00和 fM 有相同的根.只不过重数不 
同 罢了！ 所以 f 00和 f : (幻在 F 上的分裂域相同， 它们的 
伽罗瓦群也是相同的。这件事情告诉我们，只要讨论 无重根 

多项式的伽罗瓦群就行了！ 

设 f ( x 〉 是 FO 〕 中 n 次无重根多项式,它的根集记为 
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上} 


R ={ r i 9 r t 


任取 a € G , =Gal E / F ，这里 E 是在 F 上的分裂域 • 
为 a 把 f ( x ) 的根变为根，所以可设 


1 , 2 . 


这里下标写成/,表示它与；有关，。考虑由根的足 
标组 成的” 元集 S ={1 , 2 , , n } •每一 o £ G t 可决定5上 

的一个置换 




es 9t 




这里表示五中的自同构 〃限制 在根集 e 上考虑。当然 
有所以 cr 在及中有定义.考虑由这种方法确定的 G , 
ms n 的映射 


, V<7 / • 


&然,不同的 o 决定不同的 aj R , 所以是单射.任取 a , Te 


•设 r ^ = r/i t r ]= r kip 则 


另一方面，对应的两个置换 aU 与相乘也有 




—— .）（ 

/r # *l 'ki 广七 r“ki 


kf I •_ •灵 ： i_ j … k i 

即 Or I R T I R = Orr I R ，所以是群同构映射，当然它未必是满 

射，这就证明了， 

■ 

定理 5*2 设 fO ) 是 FO 〕 中 n 次无重根多项式，则 
f ( x ) 在 i 7 上的伽罗瓦群 Gf 同构于《次对称群心的某个子 
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CTTT^ 


e f 〔幻在 f 上的伽罗瓦群恰好 
同构于在例2中 ， （Y — 2)(3) 在0上的伽罗瓦群 

同构于 S 4 的子群 {(1) . (1 2) , (3 4) ， （1 2) (3 4)}. 现在 要问: 

f ( x ) = V — 2 在<?上的伽罗瓦群 G , 又同构于&的哪一个子 
群呢？它的伽罗瓦群已如表 (1) 所示。若把 f (4 的4个根 A , 
- A . lA , 一 /A 依次记为1,2, 3, 4,则由表 (1) 不难看出， 

中8个元 素与& 中一部份元素之间可有如下对应 关系： 


例如，在例1中, 






o 




o 


汀4 


(1), (34), (1 2), (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), 




a 


(132 4), (1 4 2 3), (1 4)(2 3), 

它们的确构成 S 4 的子群。这个群的几何意义是明显的.作正 
方形，4个顶点的编号如右图所示，则上述 
8个置换恰是保持正方形平面位置不变，仅 
变动顶 点的全体置换。例如，以对角线12为 | 

轴的蔺转就是对换 (3 4), 以13的中点与2 j 

4的中点的连线为轴的翻转就是 (13)(2 4), 

将正方形逆时针转90°就是 （1 3 2 4) 等等。 

要确定数字系数代数方程的伽罗瓦群/往往是一 件困难 
而又烦琐的事情。虽然存在一些方法，但由于实用意义不大， 
而且它与我们在本书中所要解决的问题关系不大，所以我们 
就不作进一步介绍了，读者也不必花过多的时间去研究它。 

现在 要问： 什么样的 tz 次多项式，它的伽罗瓦群恰为 
次对称群 S •呢？我们要寻找的是如下一般代数方程 


4 
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f(x)^=a f> x n + a x x n ^ 1 + 


+« !t « 1 a:+a ll — 0 

的求根公式，这里的“一般”两字指的是它的所有 系数〜 都不 
是具体的数字而是可取任意值的变元或字母.例如 ^ 2 + 6 at + 


^ = 0的求根公式是 x ^(- b ±^ b^Aac )/2 a f 这里 a ， b,c 都 
是 字母。 若有一个具体的二次方程，例如 Y + X +1 = 0, 则可 

用 a 篇 b = c = l 代入即得(—1 士 一 3)/2。既然系数都 

是一些变元,习惯上我们用 f 表示，即我们讨论如下的一般多 


项式 


f ( x ) 


— t 1 x n ~ 1 +t 1 x n ^ 2 + 


+ ( — + … + (— 1 ) 


( 2 ) 


的伽罗瓦群。这里，首项系数指定是1,这丝毫不影响《次一 


般多项式的伽罗瓦群。在其它系数前冠以正负号则纯粹是为 
了讨论的方便，在以后的讨论过程中读者自然会领会其用意 
的.说到这里，细心的读者可能会产生一个 疑问： 既然 f ( x ) 
的系数不是一些具体的数,那未它的系数域是什么呢?我们的 
回答是域⑺山， 

变元 Da 


Jn ) 9 它就是在有理数域0上添加 

, tn 所得的有理分式域(见§1末)。但是，前 
面所讲的扩域都是在某个数域上添加若干个代数元所得的:数 
域;而那些变元•不可能是有理系数多项式的根， 一 定不是 
0上代数元，那末，这又作何理 解呢？ 关于这一点，限于篇幅, 


_ _ _ » _ « 


f 


我们不准备作进一步解释了。设形如 （2) 的 n 次一般多项式 
f ( x ) 的《个根是 U 


〆 .，则有 


f ( x ) = ( x - x i )( x - x 2 ) . ( x — x n ) 9 

比较( 2 ), ( 3 )两式中的: V 的同次项的系数，且注意到 (2) 式中 
各个系数前的正负号，诃得 n 个变量的韦达 公式： ^ A . …… # 


(3) 


^ 1併、 





U 恰好是 A ，,,. 的 n 个初等对称多项式 


ft = 2^i …+ 太 11 


f 


E 


尤 〆, + … + 夂 i 


X ： 


I < I j < f 2 <n 


+ W+... + U" 


2 


4) 






A " 


2 


1 < I t < ) 


tn = X l X 2 . 心 ， 


这里， h 是所有可能 的&个 A 的乘积之和，不过这&个 A 
的下标必须满足（见 §1). 于是 
在 F 上的分裂域为 


E ~ F(x 


9 x n )= Q ( t 19 


Jn)(X 


X 




~Q( X % _ 


9 x n ) 


最后一个等号成立，是因为据 (4) 式可知，每个 G 都在 CO ,, 
……之中。根据伽罗瓦群的定义知，在 F 上的伽 


罗瓦群是 


G—Gal Q(x x • 


, x n )/ Q ( t if 

任取则 Cr 不变 fOc ) 的系数 q 
的根 h 变为,所以 O 在 /( 幻的根集…,心}上 

诱导出一个置换 c ^ taues ，。 反之，任取 


(5) 


tn . 因而把 fOO 


9 
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( 


考虑按如下规定 


YreQ t 

n ) 的 自同构 I 即 


r —> r 


所确定的 


x 




f(^i i 

_ 

g(Xi lt 




a 


r ^i 


g «, 


X n ) 


X 


■ t # 


• • • 


番 

I p 


即 O 不变 / 和 g 的系数，把 h 变为 〜,■, 且保持域中运算。 
可以证明事实上，按 a 的构造方法知 o 不变任一有理 

因为任一 是％ 

是1,所以任一 b 必在之下 不变. 再据 0^= Cf | R 而及是 
f ( x ) 的根集，知 h 必在 a 之下不变，所以 o € Gal Q ( x lt ……, 
x n )/ Q { t \ t ……既然，任一 a ^ G 必诱导出某个以 
^ o \\^ S nt 根据任一 a * €5,又可构造出某个 a € G 使 a | R = 

且 V 是 G 到心的同构满射，这就得到了我们盼望 
已久的 结论： 

定理5_3 n 次一般多项式的伽罗瓦群同构于》次对称 


的初等对称多项式，系数都 


，太 


ft 


o 


群 s 


因为当《>5时， S , 不是可解群，所以次数高于四的一 
般多项式的伽罗瓦群不是可解群。这个结论非常重要，是使 
伽罗瓦理论获得巨大成功的关键所在， 
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本定 


学习好比登山。学到这里，读者可能感到有些累了，不妨 
稍作休整，回忆一下伽罗瓦扩域和伽罗瓦群的概念和主要结 
果，然后准备攀登伽罗瓦理论的顶峰一伽罗瓦扩域基本定理. 
可以这样挺,整个伽罗瓦理论的核心就是这个基本定理。学完 
了这一节,你就渡过了主要难关，剩下的仅是一些应用了！ 

在上一节中已经说过，对域五的任一子域兄可唯一确定 
E 的自同构群 Aut 五的一个子群 

P 

Ga\E/F=^{ri\TieAutE, 

它就是扩域 E / F 的伽罗瓦群^把的子域全体记为 I , 

Aut 忑 的^全 体记为这样就产生了一个从 F 到映 


¥ a € F} t 


n 


a^=a 


t 


F — >Gal E/F 


o 


我们把这一件事用下图表示 


E ^ F 


AutE > Gal E/F 

反过来，设五是任一给定的域。对 AtitE 的任一子群 G , 
可确定£的如下一个子集 

ln\G={a\a^E p 

它由所有在 G 中任一元素之下都不变值的£中的数组成。 




n 


=a 
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因为两个不变数的和、差、积以及非零不变数的倒数仍是不 
变数 ，所以1的£是1的子域，称为 G 的^ ^$巧。这样又 
可产生一个从3到 f 的映射 • • 


TlG M > Inv G 


这也可用下图表示 


E ^ Inv G 


Aut E ^ G 


我们把 a 和 r 称为两 个伽罗 f 映射。 

人们很自然地会提卩卡 NM : 给定 e 的子域兄可得 

到 AutE 的子群 G=Gal 五 / F , 对于这个子群 G , 又可得到 E 
的子域 F # = I nv G = I nv ( Gal 5/ JF ), 那末 F 和 F 之间有什 

么关系？类似地 可问： 给定 Aut 五的子群 G , 可得到石的子 
m * F = InvG , 对于这个子域又可得到 Aut 的子群 P = 
GalE / F ^ Gal ^/ InvG ). G 和 C 有什么 关系？ 一 些初步 

的 结论是 


定理 6*1 伽罗瓦映射有如下基本 性质： 

( I ) Uy(Gz\E/F)^F, 

(I) 若 ^^ 心，则 GalE/FfGal 五 /F,, 

(Iff ) G&\(E/lnvO) ^.G, 

(F ) 若 (^2 (? 入则 InvG^dnvGj. 

这里馬 ， F , 和 F 都是 E 的子域， G ,, 心和 G 都是 Aut E 的 
子群 * 


证 （ I ) 任取•由 GaiE / F 的定义知 a 必在 Gal 
五/^中任一元素之下不变，所以 d 必属于 Gal £/ F 的不变子 
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域 Inv(Gal^/F). 

U ) 任取 t ? 不变中所有数，当然不变 

F t 中所有数，所以 r , eGz \ E / F io 

(M) \^ neG 9 由 InvG 的定义知? 7 不改变子域 InvG 
中制壬一数，所以 veG a \( E / lnyG ). 

( F ) 任取^在仏中任一元素之下不变，当 
然在中任一元素之下不变，所以 | 

要记住这四个基本性质并不困难，但是对于我们要解决 
的问题来说，还需要进一步弄 清楚： （1)和（瓜）中的等式何 
时成立？ （ I ) 和 （ PT ) 的逆命题何时成立？我们有 

定理 6.2 设五 / F , E / F t mE / F t 都是伽发则 

(1) I nv (GalE/F)=F # 

(2) F t E /^ QGal E / F t . 

证 （ lHeG = GalE / F . F r = I nv G . 要证 F '= F •首先， 

由基本性质 （I ) 知沪 3 F , 对此再用基本性质 （fl ) 得 

_ 

GalE/JF^GalE/^G. 

I 

但是另一方面由基本性质 （h ) 又得 

* G&IE/F 9 =Gal ( 五 /I nv G)2G ， 


所以 


GalE/F =G=GalE/F. 

因为 E/F 是伽罗瓦扩域 a F^F f CE, 所以 E/F 1 也是伽罗 
瓦扩域，这一点在§4末已证明过了。根据定理 5.1 得 

\Ga\E/F\^E:F^, IGalE/F 1 |= 〔五 : 不’〕， 

再由 （1) 式得 〔丑: F 〕= CKW 〕.于是对 FSF 1 ce 运用次数 
公式立得:扪=1, FK^F 


⑴ 


ill 


(2) 必要性就是基本性质 （ If ), 再证充分性。设 GalE/h 
cGal ^/ F ,. 由基本性质 （1 ST ) 知 I nv ( Gal 五 / F ,)2 I nv (GalE 

/') ,但 E / F t 、 E / F 2 都是伽罗瓦扩域,所以由第一个结论立 

得 | 

这个定理是沿着子域 一一 子群 一 子域的路线进行的. 
反之，沿着子群一子域一子群这一路线也可得到平行的 
结论。不过我们先要证明一个引理，它是以近代最伟大的代 

数学家之一阿丁 (- E - Artin . 1898 〜 1962) 的名字命 名的。 

引理（阿丁)设 E 是任一域， G 是 Aut £ 的任一有限 

子群， F = I nv G ， 则 〔 E : F 〕<1 G |. 

证设……其中1 = 1是恒等自同构 • 

I 

如果能够证明五中任意 m 个数 , u m , 只要 m > n , 必 

定 i 7 - 线性相关，则五的加法群(五, +) 作为子域 i 7 上的线性 
空间，其维数决不会超过 《=| G |. 于是 〔 E : F 〕< n 。 记《，在 

巧.下的象是⑴ 1 • : • = 1,2,. / = 1 ,2.., w •考 

虑如下包含》个方程和 W 个变量的齐次线性方程组 


o 2 i x k +a 22 x z + .+ U„ = 




( 2 ) 




我们把它缩写成 




因为变 量个数 m 大于方程个数 n , 必有 m—n 个自由变量可 
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任意取值，所以 (2) 必有非零解，解的每一个分量都是 E 中的 

数.如果能够证明存在某个非零解…，其中 
每个分量&，都是子域 F 中的数，则由 （2) 中第一个方程（注 


意到 i=U ;) 可得 


u.b^uj?^ - bu m b m ^=0 9 

n 

这正好梃明，〜是 F - 线性相关的，引理就可得证 9 
我们这样取定 (2) 的某个非零解 b = { b lt b\ t 

中所出现的不是0的分量匕的个数最少。这种解尽管难以 
具体确定，但确实是客观存在的，而且有无限多个。对于理论 
证明来说，这个存在性已经足够了。进一步，还可假设其中 
h = 否则的话，可适当调整％,■的下标使再把解&的 
每个分量都除以\得到的仍是 (2) 的解，且这样，我 
们就可取定 (2) 的某个非零解 

b=(l.b;, 

它是非零分量个数最少的一个解。下面证明这个解中每个分 
量必定都是 F 中数 # 用反证法，如果( 3 )中存在某个例 
如 b ^ F . 因为 Z ? 由所有在 G 之下不变的那些数组成，既然 
K 不在 i 7 中，则至少存在一个使就把这个 
域的同构％'作用到等式组 


使得其 


I 




(3) 




2 jb i=0 • 


*•= 1 , 2 , 


» # _ • 参 # 


上得到 




= 0 , 1=1 ,2 


⑷ 


这里 


但 G 是一个有限群，由群中消去律成立 


o 
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知，以下两个集合是相等的 

{VtVk ，H.= . 

经过适当重排 （4) 中等式的编号/ (这相当于重排 （2) 中各方 
程的位置），可得 


If* 




这说明 


(5) 


bh ) 




也是原方程组 (2) 的解，且 = = U 把 (3) 和 (5) 这两个 

解相减得到的仍是解 


M = (0 凡 …… M ) 9 


其中 一 M 

b f 是 (2) 的非零解。若原来某个彡, •=(). 则仍有 M ==(^ 所以 

b f 与&相比较，所出现的非零分量个数至少减少一个，这与& 

的选择矛盾。这就证明了 &中各分量都属于 …… , 

F - 线性相关， CE : F ：< n 9 § * 

根据阿丁引理可以证明与定理64平行的一个结论。 
定理 6 .3设五是域， 和切是 AutS 的有限子 


因为— 婪0,所以 


^ I 


，；= 2 ■…， 


a 


m 


群，则 


(1) Ga\(E/lnvG)=G p 

证 （1) 记尸 = InvG , <?，=031五/^ 1 ，要证0=(?,如 

果我们能够证明 E / F 是伽罗瓦扩域，则必有 


|G f \^\Ga\E/F\=tE:F ^ 9 

再由引理知 c 五:所以但是棊本 
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性质 （ m ) 又告诉我们 G f ^ G , 且都是有限群，所以必有 a = 
G . 现在我们就来证明 J 5 是 P ■的有限正规扩域。由引理知 K 
是 F 的有限扩域。再证正规性。设纟00是 FM 中某个不 
可约多项式,不失一般性，可设它的首项系数是 1. 如果它有 
某个根要证它的所有根都属于设 

记 r ^= r iP i = \ t 2 t 

有相同的，去掉那些重复的，不妨设前 m 个两两不同， 


fVn} 9 ^ 1=1 




必有 = 这 n 个^中可能 


，则 


g(x)= II (x—r,) 


就是 m 次无重根多项式。由于所有~€五，所以 g ( Jt ) 的系 
数都属于五。我们要证明 g { x ) 的系数都属于 F (但这并不 
要求所有的 r , 都属于 F )。 我们知道， F - InvG 这件事情说 
明五中某数属于 F 当且仅当它在 G 中任一元素之下不变。 
现在任取 n 规定 V = \这是为了把域 E 的自同构扩 

展成^>〕中的自同构，就是保持多琢式加法和乘法的双射, 

我们仍用”表示它，则 


(g(x)y=n(x-r ]) 9 

_ 

因为是双射，且任一 l « n 仍是, r ;. r ;,. , 

•^这 m 个数中某一个，且请两不同，所以以下两个集合相等 


ir 


r «} = W，rL 


K ) 


,于是 


( 容 ( 欠 ))’= ' (x—ri)—g(x) • 
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这说明 sOO 的系数在任一 creG 之下不变，所以 g 00 € 

FM 0 


因为步 00€ FO 〕. 而 F = I nv G , 所以对任一 有 


p ( r i ) = p ( r ，! i )=( p ( r ) ) 9 { =0 t 


这说明 g ( x ) 的任一根必是 P ( x ) 的根。已知 sOO 无重拫， 

所以在 FU 〕 中哀(幻必整除夕00,又已知在 FO 〕 中 

不可约，只好这说明 PM 的根就是那些 

％，且都在五中，于是 E 是 F 的正规扩域 # 

(2) 必要性就是基本性质07)、再证充分性，设 InvG^G 
G la 由基本性质 U ) 知 Gal (五 / InvGJPGaKE / InvG ), 

但 G 和 G , 都是 Aut £ 的有限子群，所以由第一个结论即 
得 G #" ■ 


nv 


据此,可以得到一个很实用的结论。 

推论设五是域， G 是 AutjB 的有限子群，则£必是 

InvG 的伽罗瓦扩域 a 

现在襄们可以讲伽罗瓦扩域的基本定理了 # 取定某个伽 
罗瓦扩域 E / F , ia GsGalE / i ?。 考虑以下两个集合 


5 1= ={丑1丑是 G 的子群 }, 

S a ={ KIK 是 E 的包含 F 的子域 }. 

伽罗瓦把这两个互不相千的集合沟通起来，很巧妙地在这两 
者之间建立了某种一一对应关系，这就深入到事物的本质中 
去了，取得了惊人的成功。利用这种具有很好性质的对应关 
系，他建立了一些判别准则，这些判别准则可用来判别一个代 
数方程能否用根号求解和某些平面几何 ffl 形能否限用圆规直 
尺有限次作出， 
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定理 6*4 (基本定理)设 F / F 是伽罗瓦扩域 
则有如下 结论； 

(1) H 二 InvH 是&到5:的双射， 

K 二 Gal £/ K 是&到&的双射. 

(2) S 4 芍 S 3 之间存在如下伽罗瓦 对应： 

② |i?| = 〔 E:I nv H 〕，〔 G : iD = 〔 I nv H:F 〕， 

③ i ? 是 G 的正规子群♦今 I nv H 是 F 的正规扩域, 
此时 InviZ / i ? 必是伽罗瓦扩域，且 

Gal ( Invff / P )^ G / H 0 

上述主要内容可用图示意如下； 

F c i nv H = iC C £ 


( 6 ) 


i T 


G>H=G&IE/K>1 

这种伽罗瓦对应图含义清楚，容易记忆,因而非常实用。 

证 （1) 先证 or 是双射 a 任取即因 

为 E / F 是伽罗瓦扩域，所以 E / K 也是伽罗瓦扩域。令孖= 
GalE/K. 因为 B 中的 1C- 自同构必是 i 7 - 自同构，所以 if 是 

G 的子群，即于是由定理64知 

H=lny(G&\E/K)=K, 

I 

所以口是满射。设对 G 的两个子群瓦 和尽有 InvHf 
Inv 仏,则由定理6 *3 知 

于是证得 o 是双射。再证1：是双射•任取 H € A • 令 if = l nv H , 


nv 
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它当然是五的子域。因为 F 中数在 G 之下不变，而 H 是 (? 
的子群，当然在孖之下不变，所以 F ^ K , Kes t9 于是由定 

理 6.3 得 


Gal E / K ^ GalE/Inv H = H t 

_ 

这说明 r 是满射。如果对 GalE / K ^ GalE / K ^ 

因为五 /•? 是伽罗瓦扩域，所以 雕/和 E / K t 都是伽罗瓦扩 
域。 由定理 6*2 得 

A==Inv ( Ga \ E / K t ) = lny ( Gz \ E / K a )= K t . 

于是证得 r 是双射。 

( 2 )①因为和都是 G 的有限子群，所以由定理 
6*3 的结论 (2) 知 

② 设丑是 G 的子群。记 K = I nv H . 由定理 6.3 得 

G &\ E / K — Gz \ E / lnvH ^= H 9 

对伽罗瓦扩域五 / K ■和 E / F 用定理 5.1 依次得到 

_ 

_ 

_ 

\ H \ = \ GalE / K \ = iE : K ： = ： EilnvH ： § 

IG | = | Ga 1E/F | = 〔五 •• F 〕 == 〔五： I n v 丑〕〔 I n v :扪 

= | H |- ClnvH : F ^ 

_ 

■ 

但由拉格朗日定理知 | G |=| H |.〔 G : i ?〕, 所以 

iG : H '} — CInv HiF ^ 

_ 

_ 

_ 

③ 为了引用方便起见，我们先证明以下事实_设 H 

是(?=^ 3 1五/^的任一子群 a 取 J ：= l nv H . 则 
对任一取定的可确定£的一个子集 

= { A . 9 \ k ^_ K } 


K 
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它是 K 中所有数在 ^ 之下的象的全体。要证是域，为 
此，任取由 K 是域和 D 是自同构知 




k ^ k ^( k r k 3 )\ 


( fc ? 广=(0\ 

都仍是 P 中数，所以 K ’ 是 E 的子域。再由 F 中数在打之 
下不变知可以证明 

H<G<^K n ^K, YV^G 

设丑是 (？ 的正规子群，则对任一确定的有 vH = Hrj e 

这说明对任一 必存在 f 使得甿 = tf 7, 所以注 

意到 K = I nv H , 可得 


(7) 


(r) f =r E =it £ ，， =p ， Y5GH. 

这说明 K ^ lnvH ^ K 0 反之，任取 kGK , 有 


vr eH f 


(Jh 叫广 =Jt 


- 1 V =jt W " 1 = 灸「 


所以 x — G lnvH = K p k = x n f 又有尺[瓦”。于是 

必有 K ”= K , 必要性得证，再证充分性。设对任意都 

+ 

F 

有 K ”= K ：= I nv ff , 则对任意芒 kGK 有 

这说明 ^^Inv ( rrfm ， 这里 n ^ Hn 是 H 在 <；中的共辗 
子群。反之，任取 ainvOr 1 ^^), 则 


^ eE 9 

所以 x = veK \ 于是价）。但 


(x ^^ 1 ) f —X ^^ 1 


=x f 


X 
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已知条件是 ir = K = I nv H . 所以； H < G f 于是 

(7) 式得证。 

现在来证明定理中的第③个结论. 

必 要性； 设 H 是 G 的正规子群，记 X = l nv H 。 由 （7) 

式的必要性知这说明任一必把 K 中 
数变成 K 中数，所以可把 E 中的每个 F - 自同构 D 看成 K 中 
的 i 7 - 自同构，即云 iLeGalK / F , 这里 》?1 K 表示把 n 限制 

在兀中考虑，而且行二斤是 G = Ga lE / F 到 Ga 1 K / F 的群同 

态； m 记 g 在 v 之下的象集为泛. 则及是 Autic 

的有限 子群. 进一步可证 InvG = F 。 事实上， G 的不变 f 

域是 F , 而百中元素仅仅是中元素在 JC 中的限制，所以 G 

的不变子域必然仍是到此为止,证明了对于域 A ： 来说，存 
在 AutK 的有限子群 G 且 F = I nv 艮于是套用定理 6. 3 

推论（以 K 代五，以 f 代 (?) 立得尺是 F 的伽罗瓦扩域，当然 

是正规扩域。必要性得证 a 此时，进一步可证 (6) 式成立.首 
先，由 K / i 7 是伽罗瓦扩域知 

Gz\K/F=Gz\K/lnv G^G 9 

所以上述 v 实际上是同态满射 # 把 r 的核记为 

H t ={ r }\ ij ^： G , 77=叫5 = ^是尺中恒等变换}， 

这说明 K 中任一数必在丑。之下不变，即 


m 


InxH = K ^ lnvH. t H ^ H % 


另一方面，由 X=Inv H 知对任一 rj ^ H 必有 T /= n| K = l K> 

所以于是 H .= H „ 根据同态定理得 G / H ^ G , 这就 
是⑻ 式， 


充分性，设 K = InvH 是 F 的正规扩域，要证 H < G f 只 
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要证明对任一必有任取设（在丑上 
的最小多项式是 p { x )„ 因为任一 nee 必把 p ( x ) 的根变为 
根，所 以每个 n € G 仍是 f »(；0 的根。但瓦是 F 的正规 
扩域，由知所以 KSK a 因为此关系 
式对任意都成立，当然对 it 1 也成立 ，所 以又有 
k 9 但这就是于是必有所以 H 是 G 的正 
规子群 8 ■ 
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第四章这些难题是怎样解决的 


§1代数方程根号求解 


在本节中我们要运用伽罗瓦扩域基本定理建立一个简洁 
易用的判别准则，用来判定一个代数方程(数字系数或字母系 
数)是否存在一个求根公式(在这个公式中只用到系数的加减 
乘除和开方运算)。让我们倒过来看一下，能用根号求解的方 
程的求根公式有些什么特点？例如，/(%)=/+% — 1=0可 
用根号 求解： x =(-1 + V"5")/2 b 这 g 明只要在有理数域 Q 
上添加一个VI ,在得到的扩域中就包含了 f ( x )^ 
0的所有根，又如， x+i=o 也可用根号求 解：； 

<1 土 VD /2, 在中包含了 f (幻的所有根.一般 

地，二次一般多项式可看成 

上的多项式。把添加到 F 上得到的扩域 

I 

U/ 万）中包含了 fix ) 的所有根总之，对 

于二次多项式必存在一个扩域塔 FcH VD ") ,在 F( 以豆)中 
可得到它的所有根。_因为 F(>/^T) 是 f 上添加一个 F 中某 
个数 D 的平方根而得,所以把 FU/f ) 称为 F 的平方根 
号扩域，把 FcrMV^) 称为平方根塔，这个塔共有两倉。 ’i 
金南“ •根”字是根号之意，并非论 Ai) •的根 g 对于三次、四次 
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多项式 K 幻来说，根据第一章中介绍的求根方法可知，一定 
可以找到？的某个适当大的扩域使得 /(>:) 的根都在 iC 
中,而这个 K 是从 F 出发，经过若干次添加前一域中某数的 
平方根或立方根而得。当然，对应的根塔的层数就不止两层 

了！再看一个例子。 f ( x ) 


2 的根为 A ，6 )A f ct> 2 X f 6 )*A 9 o 4 X f 

C 0 S72° 是 5 次本原根。取 a=18°, 则由 

Sin3a=Cos2a 和 Sin 3fl = 3 Sin a — 4 Sin 3 a 9 Cos 2a= 1 — 

• • 

得 4Sin 3 a+2 Sin a —1 = 0，故有 


x 


(0 


2Si 


a 


Sinl 8° = 


Cos72 


4 


Sin72° = —V10+2V 5 =Cos 18\ 


4 


于是， 


( 一 1+7 5 "h a/ — 10 — 2\/ 5), 


0 ) 


4 




4 


2 


1 ~a/ 5 — 5 0 — 10 — 2 a / 5 I • 


2 


4 


fi> 4= © —1 + ^/5 一 _ 10 — 2\/ 5 ) » 

_ 

这里 J 表示 o 的共轭复数。这样就可造出一个根塔（由根号 
扩域所建成的塔） 


Q<zQ(^J 2 )aQ{^J 2 fN /5) 

C Q ( V — 10 - 2 x 

其中相邻两域的扩域次数依次为 5, 2, 2, 而且都是添加一个 
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根号所得到的扩域 . X 中包含了 fix ) 的所有根，所以 ^-2 
= 0可用根号求解。 

通过上述这些例子可以猜想 得到： 一个代数方程是杏可 
用根号求解以乎可用上述这种根塔是否存在来刻划.事实的 
确如此，我们给出如下确切 定义。 

定义1 • 1设 f ( x ) 是某一首项系数为1的多项式,系数 

属于某域^ 1 ，称在 F + 可用根号求解，如果存在 
的某个扩域 K 满足以下条 . 

(0 K 包含了 在尸上的分裂域五，即 F ^ E ^ K t 

(2) 扩域 K / F 有如下根塔① 




F^F, .QF 


r + i 


其中每个 F, + l =P\ (O , dy—ai i, i — \ 对 

应的自然数集 


,« r > 称为此根塔的平次数辛 

用这种条件定义方程可用根号求解是否合 i ?’ 卤劣每个 
F i + 1 是把 F t Cx ： 中某个 《,• 次方程 一 a =0 的一个根 

心= W 添加到巧上而得的单代数扩域，所以 F , +l 中每 
个数都可表示为 A 的多项式，系数属于心，即 F i+l 中的每 
个数都可由中的数经过有限次加减乘除和开 L 次方运 
算得出。因为 f ( x )=0 的所有根都在分裂域五中，因而也在 
K 中，所以 f ( x)^Q 的每一个根都可利用 f ( x ) 的系数，经过 

有限次加减乘除和开根号运算表示，这恰好就是通常所说的 
方程可用根号求解的含义,因此定义是合理的。 

任意取定域 F 中某个数 t F (^ V ) 称为 F 的根次数 

是 《的根号 扩域，添加元是 FO 〕 中纯多项式^ 


• • • _ 暑 ♦ 


0 


个 


a 




①这种塔是以 F 为塔基倒着建造的，好比塔在水中的倒影一样 
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因为它未必是 y «在 f 上的最小多项式，所以 〔 F(^y a ) 
: F 〕<«。 例如 n / — 1 是 ^ 4 —1 =0的根，而 〔0( n /_ 1) = 2 

<4. 根塔 是由夂 串根号扩域建成的。鉴于纯多项式如此重 
要，就有必要专门来讨论一下了。 

定理 1*1 设》是某个确定的自然数，域^含有 n 次本 


e 


原根《 


(1) 任取如果五是 f (欠)=% 

的 分裂域，则 GalE / F 必是 m 阶循环群， m | rz 。 

(2) 如果 E 是域 F 的这样一个伽罗瓦扩域，使得 Gal £/ i ? 
是《阶循环群，则必存在 邮，使 d 

证 （0 记.则 f ( x ) 的根为 

因为所以 fOO 在 F 上的分裂域是 


在 F 上 


eF t M.E=F(d) 


p 


a 


cor 


E — F ( co $ r ) — F ( r) o 

这说明 E 中任意一个 F - 自同构（即 GalE / F 中任意一个元 
素）是由 r 的象唯一确定的。任取 cr ，= 它们 

把的根变为根，可设 


GF = InvG ! 知 


1 — (( 0 ^) ? r ? =6> f 


这说明由 f = Vr 所确定的映射 

”: cr — a )’ ， 

是 G 到 n 次单位根群 t 7_ = < a >> 的同态映射 # 进一步，由^ 

=<1^#=>?^ = 7^令今0 = 7知？7还是单射，所以 G 同构于<0)> 

的某个子群,当然是循环群，而且 IGI 整除 fl . 
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(2) 因为 五 是 F 的伽罗瓦扩域，所以可设据 

条件知 G = Gal £/ F =< CT >, cr 是 G 中 n 阶元。把0在⑴作 
用下的象记 为心： 


6 k — 6 ° h , ( = 0 ，1,2 •… ，”一 1， 0 0 = 6 9 
在五中取如下 《_ i 个数 

+ . + ^-冲”一 1 ， 


d 2 = d I + 0 6 + 


+ 1 ① 


rf ( = 0 J + 0{ ft )+0^ a> a + 




( 1 ) 


必一，^^厂立+…一 1 山 +0 r i v + •… "+ 0 : 二 !&)”— 1 

如果之乂，…乂 - i 全为0,利用 w 是 

夕 一 1 =(尤一1)(欠”一 + 广 2 + .+ JC+1) 


的根，且£0婪 U 知 


0= 1 + a >+ a > 1 + 


fl — 1 


0) 


把它放在 (1) 的前面作为第一个方程，就得到某个含 n 个变董 
和《个方程的齐次线性方程组。因为已知它有非零解 


( l 9 CO P ( O l 9 




所以它的系数行列式(是《阶范达蒙行列式) 


这就是说，至少存在一对；使0,=0,,即^'=以、但 


7= 
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E = F (6 ) f Gal E / P 中元由沒的象唯一确定，所以七 =心。 

由^是》阶元且— 1知这是不可能的，所以< 
d lt -. d r ^ 不可能都是0,至少存在某个记 d ^ d t 

将心=0〃代入这个 < 的定义式得 

4 = + ( V ) '< y +( 心” *^>2+ …+ <心 ” _i ) 一卜、 

反复利用/ 


f 


o n = l f 0) n = l 得 


= 0 ) 


, 


d ~o)^ x d 


( yy^dh 一 1 d \ 


( d n ) a = ( d a ) n = or n d n ^= d n 9 

p 

所以，由 （?=< C 7〉 知， ☆ 属于 于是， 

■ 

剩 下来伩 需证明五=27(0)=^^)。 

首先，由 rfe 五和五知， fooqe = f ( o 。 进一步, 

由々=0)- M 知， a 把 F ~) 中数仍变为 F ( rf ) 中数，所以 
限制在 F 00 中就是 GalFOO / F 中元素，于是， G =< a > 中 
所有元素限制在中都是 G a li ? W )/ F 中的元素。如果 

，则 k = l , 这说明 < cr > 中 n 个不同的元素 
限制在 FG ) 中仍是《个不同的元素，所以 

(,F(d):FJ-=\GalF{d)/F\>n^^F(6):F') t 
( 第一个等式是由于 FOO/F 也是伽罗瓦扩域的缘故乂再据 

得， F(d)^F(9)^E 0 1 

这个定理说明了这样一个重要 事实： 对确定的自然数 n 
来说，只要基域 F 含有 〃次本 原根，则 F 的根次数是 n 的根 
号扩域（即 x ^ a ^ Fix '} 在 F 上的分裂域）的伽罗瓦群必是 


0 


d° k = d <r 1 
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m 阶循环群，饥是《的某个因子.反之，伽罗瓦群为 n 阶循环 
群的伽罗瓦扩域必是根次数是《的根号扩域。根号扩域的伽 
罗瓦群与循环群之间竟有着如此密切的关系！而循环群的结 
构是很清楚的。 * 

要求基域 F 含有某次本原根这一条件确实给建立判别准 
则带来不少麻烦.如果考虑特殊的纯多项式 fM 

情况就很 好了。 

定理 1*2 设 F 是任一域，/(；0 =，一1 在 P 上的分裂 
域为则 Gal£/F 必是交换群. 

证 在第三章§4的例1中已经证明了 是任 

一《次本原根。的根的全体组成 n 阶循环群17,= 
<«〉。任取 c^G=GalJ5»/F。 因为 cr 把 fO) 的根变为根, 

所以 a 限制在17,中就是17,的自同构孑 =<7| Ua 。若用 AutR 

表示由 CA, 中的群自同构全体所成的乘法群，则 a—f 是 G 到 
Aut^ 的同构映射， G 同构于 AutU n 的某个子群互。若能 


1,则 


证明 AutC/， 是交换群，则 G 和 G 必是交换群了.任取专， 
V ^ AutU n ，可设 ft) 


贝 IJ 由 


知甿，所以 AutU n 是交换群。 | 

现在可以建立判别准则，以达到我们的第一个目标—— 
代数方程何时可用根号求解。 

定理1 *3 (判别准则）设 F 为域， Fix '} 中多项式 f ( x ) 
在^上的伽罗瓦群为则^00 = 0可用根号求解#今(?, 
是可解群。 


I 


证必要性。设 f (幻=0可用根号求解，则据定义知必 
存在 F 的某个扩域它有根塔 
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( 2 ) 


F=F.cF 1 Q.eF y QF T + 1 =JC, 


F l+l =F, ( d { ), QFi , i — \ ,2,. , r t 

RK 包含 /( 幻在 F 上的分裂域 E , 这个兄未必是 F 的伽 
罗瓦扩域，无法套用基本定理。但是 K 的正规闭包疋必是 i 7 

的伽罗$扩域，（见第97页)。而且可的根塔(2)， 

构造出 叉 / i 7 的根塔，且仍有新根塔的层次可 
能増加，但不会产生新的根次数,只不过把原有的某些根次数 
重复几次罢了！（证明略)因此,我们不妨假设 (2) 中的 K 是 F 
的伽罗瓦 扩域。 

设根塔 （2) 中所有根次数圮，< 

是 L 任意取定一个《次本原根;?。由于定理中要求基 
域中含有某次本原根，我们干脆先把 z 添加到 (2) 中每个域上 

去，即令 


的最小公倍数 


t 


Ki—Fi ( z ) f f = i ,2 f …， r ， r + l , 

那末从根塔 (2) 又可得到 K ( z )/ F 的一个根塔 

^ K r ^ K ( z )= K rJ , lp 


F == K % ^ K t ^ K 2 c : 


这里 


K t ^F(z)=K,(z) f 

^ i+i~F j +i (^) —F ,• (Z ,rf f ) = if , ‘ (^i) 

d ” eF^Ki 


1,2 




因为尺是 f 的伽罗瓦扩域，所以尺必是某个友 （ t ) eFw 在 

i 7 上的分裂域。因为 Z 是 n 次本原根， 


1 = 0的根都是 之 

的方幂，所以 K ( z ) 就是 g ( x )( x n - l ) eFM 在 F 上的分裂 
域，因而 X ( 2 ) 必是 F 的伽罗瓦扩域， K ( z ) 也是每个的 
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伽罗瓦扩域， 


记 




,r 。 现在考虑伽罗瓦对应图 


!] K { = l nv H { f i = 0,l 


f 


. ^ K r ^ K r + 1 = K ( z ) 


F = K t c 


H 0 > …… SHAD …… 


这里 1 是丑。的单位元群。因为 XfFOO 是在 F 上 

的分裂域，由定理 1.2 知， Gali ^/ F 是交换群。对于任一 

I 

i ( l < i < r ) f 由于尺,，中已包含了〜次本原根/而 U 

• • 

是 V *—在心上的分裂域，由定 

理 1.1 知，0 & 1反, +1 /尺；也是交换群 <> 于是应用基本定理, 
由 K ^ JK , 是正规扩域知 i? f + 1 是的正规子群,且每个 
商群因子 


H i / E i ^ Gz \ K i ^ JK l 

都是交换群，所以 H 9 = GalK ( z )/ F 是可解群，再考虑另一 

张伽罗瓦对应图 


F g E g K(z) 


1 


其中 £ 是 fOO 在 F 上的分裂域， H=G a lK(0/E。 因为 E 
是 F 的正规扩域，所以互是丑，的正规子群，且八幻的伽罗 
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P^H T ^ H r + i 1 


>H ‘ \^H i > 


r i 


i j 


[■F r+.j^F f.* 瓦 


^ i+i ^F 
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其中每个合成因子群孖, / 孖 i + 1 都是素数 h 阶循环群， 

< r ，且 f |«。因为 1 C 是 A 的伽罗瓦扩域，又可套用基本定 

理得伽罗瓦对应图 


因为 f ( x ) 在匕上的分裂域是所以 f ( x ) ^ F t 上的分裂 
域就是现在我们要在 i 7 上造一个包含五的根塔, 
因为 FpFO ?) 已经是 F 的根号扩域了，而 2 C 的确是包含 E 
的，所以我们只要造一个从 F , 到 K 
的根塔就行了！这里又要用到一个我 

们不准备给出证明的 事实： （参’见右 
边的扩域图） H = Gz \ K / F 3 同构于友#00 
G « GalE/F 的某个子群 0 既.然 G 是 
有限可解群，则 H 也是有限可解群， 

它必有合成群列 






o 


\> 0 


E^E x ^K 2 > . >H t >H 


F=F i ^F l ^F(z)cK-E(z) 


因为 H 。 是可解群，所以商群 G 也是可解群. 

充分性 • 设 K 幻在 F 上的分裂域为艮 G — GalE/F 是 
可解群 # 设 PI «,则 : E ： F ^ n 9 任取次本原根 a 为 

了套用定理 1.1, 我们又要把 Z 添加到五上，得 


G^Gz\E/F^HJH 9 














A 


Ul 


t 


1 

F 




H 


有 


必 







Hi —G^\K/F (+1 , 

_ 

_ 

GalF £ + 3 /f, +1 = * ;= 1,2，• t 9 

I 

I 

因为 F ^ F ( z ) 中已经包含了 所有的 t 次本原拫而 
GalF, + ,/F,. +t S t 阶循环群,所以套用定理 1.1 知，存在 

A + 1 € F …使得 


* + 1(^1 + i) > ^ I 41 ^ ^ I + i f 1 # 


F , 


于是就得到 了所需 的拫塔 


…… ^F r ^F y ^=K f 


根次数依次为 n, P " P ; 

在 F 上的分裂域瓦所以 fW=0 可用根号求解 • | 

证明了这个判别准 则后; 一切就到了政熟蒂落的时候了! 
既然 n 次一般多项式 f { x ) 的伽罗瓦群在《>5时不是可 

解群，我们也就自然地达到了最终的 目标： 

_ 

定理 1 . 4 (鲁非尼 一 "阿贝尔）高于四次的一般代数方 
程不可能用根号求解。 

这一结论结束了人们在两百多年里徒劳的努力，在这个 

意义上来说，四次代数方程的求根公式实在称得上是代数学 
历史上的一个里程碑，。 

最后，我们给出伽罗瓦的另一个精彩结果,但是不予证明 
了 4 他考虑了一个数字系数代数方程何时可用根号求解的问 


, p , f RK ^ E ( z ) 包含了 fOO 


定理 设 fOO 是有理系数的素数 P 次不可约多项 
式 9 如果 f ( x ) 有且仅有一对共轭非实根，则 f 00在有理数 
域 P 上的伽罗瓦群 A 同构于因此，当夕>5时， f ( x 卜 
0不能用根号求解. 
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例如， （00= 1有两对共轭非实根，所以可以用根 

+ S 

号求解。又如， f ( x )= x i -4 x +2 t 运用关于多项式的施斗姆 

(Sturm) 定理可以判定， f ( x ) 有且仅有3个实拫，所以仅有 

一对共轭非实根， f ( x ) 不能用根号求解. 


§2圆规直尺作图 


在第一章§ 2 .中已介绍了一些圆规直尺作图的方法，但 
都不符合规尺作图的要求。为什么这些方法都是犯规 的呢？ 
这就要搞清楚圆规直尺的最大功能是 什么？ 也就是用圆规直 
尺能且仅能作出哪些平面几何图 形来？ 这一切都可用代数语 
言精确地描述出来。用 w 表示通常的二维欧氏平面。所谓 

指的是能限用规直尺经有限步作出的平面几 
m 痦圆 规直尺的功能易知,初等几何图形必定是由 

点、线、圆弧和角度构成的。直线由线上任意两点央定，圆弧 

• • •. _ ■ 

■ ■ 

由它上面的任意三点决定，角 S 也由其预点和两边上各取一 
点决定，所以归根到底，初等儿何 图形必 可通过点的构作来画 

H . 

出 • 但是，点是几何概念:无法_接角我簽方运症理,因而还 

需把它们代数化，在欧氏平面 i 取是某个直角坐标系，则平 
面上的点4厂与复数 (i = V -- T ) 是互相唯 
一 确定的，因此，又可把 F 看成是复平面，这样，就把构作点 

的问题变为构作复数的问题了。对于复数，也许有可能应用 

_ 

伽罗瓦理论讨论了！我们 约定： 今后不再注意点和数的形式 
差别了。 


构作任一初等几何图形，必须预先给定某些已知点或数。 
例如，要用圆规直尺三等分60°角。以顶点0为圆心，以1为 
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10 


半径作圆弧.交其一边于另一边于则在直角坐标系 
{ xOy } 中，已知点是 


(1 ，0) , ^=( y ，—2^) 


O =(0,0) ， 


要作韵点是 C=(Cos20° t Sin20^ o 若用数的语言来说，三等 




分 60° 就是报据三个复数 0, 1 和 ir +^ i 作出新数 COS20: 


+ jSin20\ 

现在把这个问题一般化 8 我们 约定： 说某图形或某数可 
作，总是指它可从已给的若干个点或数出发，限用圆规直尺经 
有限步作出。在复平面上任意给定《个数 A 02, 

1。我们要构造出一个复数集财，它由全体 
可作数组成。为此，采用递归方法逐个定义出 w ■的如下子 
集： s t a ， 。首先定义 


其中 


S x = {z x 9 Z 2 . 


，怎 •} 


再由 S , 定义出由 S : 定义出 A, 
Sr 已经定义好了，取 


，一 般地，如果点集 
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L ={ 连接 S r 中不同两点的直线 }, 

0={任取 GA ,以 P 为圆心.以 

l <^ CU 为半径所作的圆}, 

#• m 

!,= {! 中任意两条直线的交点}, 

■ 

2 X ={ L 中任一直线与0中的任二圆的交点 } 

■ 

2,= {0中任意 两+圆 的交点 }, 


仲 1 定义 


5 r + l = S f 

这里 U 表示求集合的并集。最后可以证明 


M= U Si 


就是所要求的全体可作数集合。事实上，如果某个复数 z 可 
作，因为圆辣权能据三个已知点诈 ii ，直尺仅能据两个已知点 

连直线 ，所 以这个 z 必属于萆因而巧财。反之， 财虽 

然是无限个有限集 S ,. 之并，它是一+无限集，但这些•都 
是一个包含一个的,所以对于一个取定的来说,必存在 
某个确定的包含这个 Z 的最小的。 根据心 的产生过程知 
Z 必可作。这就说明了 Z 可作当且仅当这样一来，问 


题就转化为考虑复数集 M 的代数结构了 • 这种演化问题的 

方法在数学中是经常采用的。 

定理 2* 1 M 必是复数域 C 的满足下述条件的最小子 

,且在开平方和取共 


域： 它包含所有的已给数 A /:, 

辄之下是封闭的，即若 KM , 则 V : 6 M ； 若之=欠+*_|^财 


则;？ = x — iy 〔 M 
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证 证明分以下两步完成。 
(1) 首先， 5 t = {^ lf 


f z m } aM . 为了证明 M 是 C 的 

子域，只要证明 M 对加减乘除封闭。任取两个复数 

= v +: y , 则有以下 结论： 


x+iy t 


i 0 


re 


① 以; r 为圆心， I〆 丨为半径作圆 On 以 〆 为圆心 ， W 

为半径作圆0^由 M 的定义知，两圆的交点 r + VGM ， 

_ 

② 以原点0为圆心， 

另一交点沉， 


为半径所作的圆与直线 bar 


z 


③ ZZ’ 


' >。显然，据0和 V 必可作出和角 
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•另外，总可用圆规直尺过直线 L 外一点 P 作与此直线 
平行的线•事实上，在 i 上任取两点2和 B (见图 12). 连接 

M •以 p 为圆心，为半径 
作圆; 以 B 为圆心半 
径作圆，两圆 交于伊 ，则 
即为所求之直线①。据此，在 
直角坐标系的 X 轴上取1和 
两点•在 y 轴上取 〆 点•连/ I ， 
(见图 I 3 )则易见过 T •所作的 
r f l 的平行线必交2/轴于 rr 、 
所以 rr ' 可作，于是 z / 可作 • 


7 


TT 


r 1 


r 

I 


13 


④ z -i = (i/ r )e ( J 


由 d 可作出一 L 在 x 轴上 
取1和 r 两点，在 y 铀上取 
点1,连1^过 x 轴上的点1 
作1 r 的平行线必交 y 轴于 
1/ r , 于是; T : 可作。 

根据以上4点就知 M 
是 C 的子域，再证 M 具有两 


个封闭性 


由0可作出672。在直角坐 
标系的 X 轴上取/和 B 两点，使|似! = 1, \ AB \ = 


(5) \/ Z — \f Y ^ 


以 


①应用推平行线的方法，不难证明用囫規直尺可把任—线段 A B 传 n 等分， 
其中 n 是任一自然数。为此，过 A 点任作直线 L (不与 AB 重合）•在 L 上任意 

戴取 n 个相等的线段 AC 1 = C iC 2 ― 

作 BC ” 的平行线，分别交 AB 于 Bi 


C »- iCk . 连 BC «. 依次过 ChC 

，則 ABx 


AB/n 
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\ 0 B \ 为直径作半圆 ，过/ f 其垂线交半圆于 P , 则 MP | = 

所以当 z 可作时，必可作* 


由0可作出一 I 所以若 z 可作，则 


⑧ 


re 


z 


必可作。 


这样就证明了见是具有上述两个封闭性的域。 

(2) 证明 M 具有定理中所说的最小性，即若 AT 是 (:的 

满足以下条件的某个 子域： 它包含已给数 
在开平方与取共轭之下封闭，要证 : 我们知道，财= 


且 


=5, U ; UIU 2； S 。由于巳知 S x = { z ti z 2 


I - 1 

UgM ', 很自然地会想到最简单的证明方法是根据 A 


导1 




证明为此只要证明由 S f 确定的和 i： 3 ci 

I 

W 。首先， A 中的点都是某两条不平行的直线 


L t :ax-\-by t +d — 0 t L t \a f y^d f =0 

h 

的交点 • 仏是5 ; 中某两 + + 的连线 • 因为 

x . + iy . eS ^ M 9 t M f 关于共轭封闭，所以 
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是 & eM f . 又据 一 1 和 M f 关于开平方 封闭，知 

于是又得 • 同理〜 

方程就是 


eM \ 而 k 


y 一 tu 


Vt 


所以 L 的系数同理， L 2 的系数 a 9 f b \ d f e 
M 1 . 根据求解二元线性方程组的克莱姆法则知. M 与 M 的 
交点坐标0和4都属于 M ，. 再由： GAT 知 p + 所 

以 A 中的点都属于财、其次，么中的点都是下述直线和 
圆的 交点： 


: k +& , 0:x z ^y 2 + ex+fy+g— 


L 


1 是心 中某两点的连线，由上所证可知其系数 

•m 

圆0是以 S , 中某点 x , + iy 0 为圆心，以 \ + 和 A + 间 

的长度 r — 为半径所作的圆 ，其 方 


程为 


(x — x % y ^ {y—y^Y = r% 


因为所有 x it y t 都属于域且关于开平方封闭，所以 
r € M f , 即圆方程的系数 L 与0钩交点 （ p ,这) 

中的 f 是二次方程 


X 2 + ( mx + b ) 2 +' ex ^ rf { mx + b ) +g = 0 

的根,它可用系数的加减乘除和开平方运算表出，而是关 
于开平方封闭的域，所以 Pd 因而 q = mp -^ beM r t ^ + 
iq ^ M \ 所以忍中的点都属于财「。最后，忍中点都是以 
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下两圆的交点 


0 1 ： x , +j/ a + ^+fy+g=O t 

■ 

0^x i + y*-\-e t x+f’y + 客 ’ =0, 

■ 

它就是 A 与以下直线(它是这两圆的交点的连线) 

L\{c-e* )x-h(f—f r )y+g—g , 


0 


的交点 . 0,和 h 都是由\中三点所决定的圆，其系数# 
属于，因此，由仏与I 的交点确定的 
这样又有这就证明了 S i + t £M f . 

我们先来粗略地考察一下，第三章中所说的扩域理论对 

数的可作性¥究有何贡献？给定复数 A ， 

了共轭复数 in 
某个 S t+1 = S, U^Ui：, UZ 30 拫据定理 2.1 的证明过程中对 

X t ] , 2 3 中那些交点来源所作的分析，可知那些交点坐标 

可用乂中的数经过加减乘除、至多再加上一个开平方 

运算 得出。 对前四种运算，域并不需要扩大，对开平方运算来 

说，则需要作一个二次扩域。所以这个数^ 一定 
…… ……，7 J 的某个扩域瓦中，而且必有 〔X:JF〕 


也就给定 


« I 


如果已知某数 z € AT ,则 z 必属于 


n 0 


=2 S . 再据 知， 〔F ( z):F〕= 2 f ，于是可 

■ 

得一个重要的 结论: 可作数 z 必是上述 17 上的 y 次代数元， 

如果读者对这个粗糙的推理感到不满足，则可以读一下如下 

_ 

确切的叙述和严格的证明。 

定理 >2 CM 别准 则山设 


, z n 是给定的复 
,7,), 则某数 z 可由 

作出令♦存在 C 的某个子域 K = F ( u ^ .• 


数。令 F = Q ( z lt 


，鉍卜丄 ！_ = 2•…， r 


丄它包含 L 且 u\eF(u lP 
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这就是说， K 是包含 Z 的(：的子域，且 K/F 有根次数全是2 
的根塔(平方根塔 )： 




f w y ) f (l) 


证在 F 上能够建造出很多包含 2 的平方根塔,把所有 
这种平方根塔中的数放在一起，记为，即 

e 

={zk€C， 存在 F 上的某+平方根塔包含 ？}• 


因为已知2可作 令今巧 M ， 所以只要证明就行了。 

先证 M^cM, 即任一被某个平方根塔罩住的 z 必可作。 
任取;则存 g 平方根塔⑴，且;因为 F ^ Q ( z t , 
. , Z n ， Z ,，…，2 „) 中的数都是由有理数和 


作加 


Z ; • Z 


■ 

I 


减乘除而得的，所以 F 中数都可作，因为 M 关于开 
平方封闭，由知〜€凡再由邶是域知 fOOQM。 一般 
地，若已知 F( Wl 


,1/… f )£ M , 则由 . , Ui 叫 

知 ti / M , …，〜） gM , 如此下去，最后证得 K = F( ttl 


…… ， tt r ) SM . 再由；知； r € M ， 所以 M ' SM , 再证 

M ^ M \ 如果能证明 iT. 是(：的包含 

轭与开平方之下封闭的子域，则据定理 2. 1所证明的 M 的那 
种“最小性”立得 MQAT, 于是必有 Af=AT. 现分三步证明 
M ( 的确是那种子域. 

(1) 任取，可设 


的且在共 




,u r )=K t z^Fdu\, 


乂）=肥， 


这里 K 和 K ' 都是以 F 为塔基的平方根塔的塔顶.把第二 


个塔中 s 个添加元依次添加到第一个塔的塔顶X上去，得到 

F (« 1# 


, u \ ，… ） ，它在 f 上也有平方根塔 
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F^F(u t )^ .^F(« t 


)=1C 


，以 


. ^K(u\ 


u \) 






乂）， 


U r 


t 




t 


且包含 r 士 〆 ， z〆 和 f Iz ^ O ), 所以它们都属于 AT . 这 

说明 F 的确是 C 的包含2\,…， ' 的子域 Q 


(2) 任取 zGM ' ，设 KF (〜， 

有平方根塔。如果这 K ， 则令 

2^尺， 所以尺 (心 + 1 )在 JP 上也有平方根塔且包含 V 了，于 

是 vie ，。 

(3) 易见对 F = <?(^i 


)=]?：， JC 在 F 上 


U 


V 之就有 «r + 1 — 


U 




r + 1 


，之 •） 有尸=卩，这 

里 i 7 表示把 F 中所有的数都取共轭数所成的域。因为 


Z 


之 I 


• _ # 


n t 


* 


p 


…,心）中的数都是… ,《 r 的有理分式，系数属于 f , 所以 
把其中所有的数都取共轭之后所得的域 


F ( u lt 


)= F ( 


) 


*« 


u 


于是，对任意 
易见对 F ( M . 

F («, 

z £ M r 


) ，必有 z 6^( u t 

c 

) 在 i 5 上的平方根塔取共轭可得到一个 
,) 在 F 上的平方根塔，所以当 z ^ M f 时必有 




f u 


T 




， « 


f 


推论 设 


>。 Jn 果复 

作出，则之必是 F 上的2*次存"致兒， 

* 知, Y 必属于某个域瓦, K 在 F 上有平方 


Z 


^ 1， 




数之可由么, 




拫塔，所以 〔m = 2 •。再由 FgFOOeK 知 [ F ( z )^：^2\ 

:? 是 F 上 2' 次代数元 。 B 

由于 i 7 上任一 2 1 次代数元 r 未必有一个平方拫塔罩住 

酽_ _ ■_ ▲ 

它，所以这种^未必可作。这说明上述推论仅提供了^可作 
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的必要条件 a 但这对于要证明“不可作性”来说刚好是正中下 
怀！不满足必要条件的数一定不 可作。 据此，我们一举就可 
解决如下三个几何难题。 

1. 三等分任*角。取巧= 

(0,0), P 2 =(l f 0) p J ^=(+, 


3 ) ，则 

G =60 •能用圆规直尺三等分 

^> P =( Cos 20\ Sin 20 l ) 可作 

#=^j = Cos20 f 可作 

% 

0a 是 F 上2 1 次代数元，这里 


16 




*•)=<?( V 3 *•), 


F^Q\0 t l^ + ^i 9 


2 


它是0的2次扩域，如果是 F 上2’ 次代数元，则必是 
上2 1 +i 次代数元，即《在<?上的最小多项式的次数应是 .2 1 

但是可以证明，这是决不可能的.事实上，在 

| 

CoS 30 = 4 Cos 3 0 — 3 Cos Q 

■ 

中取 0 = 2O § . fl = Cos 20°. 就有 


4fl s —3a = Cos60° 


即 （2«)*-3.(2c) — 1=0 •但 

次不可约多项式，加是 C> 上3次代数元，所以23不可作，即 
a 不可作，因此 6(T 不能用圆规直尺三等分. 

关于 " 三等分角问题”的确切结 论是： 的确存在不能限用 
圆规直尺经有限步实现三等分的角。另一方面，又确实存在 


3^—1 显然是0〔幻中3 
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一大批可以三等分的角.例如，可证只要 n 不是3的倍数•则 

必可三等分.事实上，此时 n 和3必是互素的，必存 

和 V 使 3 a + ntr = l , l /3 n = tt / n + v /3 ，所以 


cr =—^ = «—+ v —= aa + u 60 


3n 


由圆内接正六边形可作知 6( T 可作，可作角 o 的倍_必可作, 

所以 fl /3 可作. 

2. 倍立方.设原立方体的棱长为1,则求倍立方体的棱 

_ 

长相当于作出 ^-2 = 0 的根;?•戰 IF = C (2)= Q ， 而 

之是 C 上3次代数元，所以7了也不可作. 

_ 

‘ 3. 化 B 为方.设圆的半径为1,则求正方形的边长相当 

_ 

于作出 x l -^ = 0 的根 ^V A 但充不是上的代数元，所 
以必不可作 • 

这三个难题解决了，接下去要考虑哪些正《边形可作.读 

者可能已经看出，应用上述判别 准则/ 的充分条件是很不方 

_ 

便的，现在我们把它改造一下. 

定理 2 *3 (判 ^准则 B) 设 …,; T, 是给定的复数 • 
令 F =(?( r tt ... Z it — t z n ) r 则某数 Z 可由 A ，…作出 

令今 Z 是 F 上代数元，且 F ( Z )/ F 的正规闭包 K / F 的次数 

Cif : F 〕= 2、 f 是某个非负整数， 

证必要性.设 z 可作，由判别准则 J 知，存在^~的扩 
域 L 使且 L / i 7 有平方根塔， - i / T 的正规闭包 
也有平方 稂塔 〆 见第129页)可设 〔 I : F 〕= 2 ••由得 

_ I 

m 

F^F(z)^L^L t 

且 S 是 F 的包含 F (幻的正规扩域•但由假设知, K 是 FOO/F 
的正规闭包，所以 2 C 是 F 的包含 F ( z ) 的最小正规扩域（见 
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第 97 页 ） t 所以必有 




于是 = t ^ s 0 

充分性 ： 设〔瓦十〕= 2、因为 K/F 是 伽罗瓦扩域， 记 
G=GaU / 尺必有 | G|=〔JfC : f'〕=2‘， 对于这种 G 必有极大 

正规子群 G ,， 且证明略）.同理， G， 也有极大 
正规子群 g 3 , |G；|=2- 


如此下去，可得 G 的合成群列 


G^G^^Gl > 6 ^ > i=^G t + , = 1 » 


且 K?,/G l+l l=2, i = l,2, ……人在伽罗瓦对应之下有 


F=F 1 c:F 1 c:F 1 c:. dF t czF t ^ t — K 


丄这说明 i ^ + i 必是 


其中 CFwl , 〕= 2, 

的2次单代数扩域，其中…满足二次方程 


丸 €F 


u^+aiUi +6 f =0 # 


a 


* 

I 


但它可改写成 


4 1 


令 vl^Ui i/2 乂 =fl】/4 — & ,, 有 W GZ 7 . ， 且 

• • 

■fV+t = F •- (y ,*) o 

这说明 U 是 l 的平方根号扩域 0-1,2, 

K / F 有平方拫塔，且 K K ,于是由判别准则 J 知 Z 可由 . 
.,2T . 作出 • ■ 

运用这个判别准则可以彻底解决正 n 边形作图何題 • 

我们首先 指出： 若 s 是某个自然数使得2_ + 1是素数. 


.0. 因此 


% • 舞暑 •攀 
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则必存在非负整数 f 使、事实上，如果5有奇数真因子 
a 使 s = 则由 

2 # + l = (2 v +i)(2 fi - 1 

知 2 ，+ i 不是素数。凡形如 y + i 的素数称为 f ，亨年 

最小的 5 个费马素数是 ># # # 


2( *1 - 2 ) + 2 ( 运一 


+ 1 ) 


3， 5, 17, 257, 65537» 


分别对应 f =0 ,l ,2,3,4,费马 （ P . Fermat . 1601 〜 1665) 出 

身于法国的一个皮革商家庭， 一 生中大部分时间里以律师为 
职业•数学仅是他的业余爱好.他有很了不起的直观天才 ,一 
生中作出了很多猜测，并有不少数学成果。他发表的论文身艮 
少，大多数成果是通过他给别人的信件才流传于世的.他有 
时还把自己的研究心得写在书页的空白处.令人钦佩的是, 

费马所作的猜测几乎全被证实了，但有两个例外.一个就是被 

| 

称之为费马大定理的 猜测： 对 ，+^=，不存在整 

数解，它已成为世界上悬赏最高的难题，但至今仍未获解决 
另一个猜测是：任一形如2〃 + 1的数必是素数，关于这件事 
他却猜错了！ 17 38 年，欧拉证明，当 f = 5 时， 


o 


2^ + 1=4294967297 = 641 X 6700417, 


因此它不是素数！有趣的是，到目前为止，人们 再也没 有找到 
第六个形如2。+ 1的数是索数，相反地，倒已经诬明了 46个 

这种数不是素数。因此，又有人猜测：费马素数仅有上述5 

% 

个，当然，这一点目前也没有得到 证明. 

好了 •言归正传，让我们继续讨论正多边形的构作问题. 

任意敏定某个自然数《, 0是《次本原根，则前已提到 , Q ( co )/ 
Q W < P ( n ) 次伽罗瓦扩域(见第92页）.由判别准则 S 知 
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TTt ; 边形可作 力_6) 可作是2柄方幂 • 

2*. 显然，正 2* 边形必可作 6 因此仅需讨论00且所 
有心 >1 的 情形。 对于任一素数的方％ 〆 ，必有 V — 个不 
超过 〆 的自然数与 〆 不互素，所以根据欧拉函数的定义，知 

<)?( 〆 ）= 〆 一 〆 ~*=: 〆 - i(p — ！）• 

再利用循环群的性质可以 证明： 当『与5互素时，必有 

d 

< p ( rs )=< p ( r )( p ( s ), 所以得到 


为两两不同的奇素数。如果《= 


«攀鬌蠓 ■ t 


^Pl .化- 1 (夕, -1) 

若 ^>1. 

若 ^ = 0 o 




Pi \ 夕 I _ 1 ) 


易见 < P («) 是 2 的方幂所有 〜=1 且 + 于是 


得到 


定理 2*4 正 n 边形可作令今《 = 23义 

， p. 是两两不同的费马素数。 

据此不难得知，在边数不超过十的正多边形中仅有正七 

边形和正九边形不 可作。 因为3和5都是费马素数，所以边 


P , ，这里 


0 t P lt PL 


数为 


3. 5, 15, 2_ • 2胃.3, 2**5. 2、15, 


的正多边形必可作， n 是任意自然数。17是第3个费马素数， 
正十七边形当然可作。可是，理论上证明可作和实际把它作 
出，这两者之间并不能划等号，往往需要付出极大的智慧和 
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努力 • 


作为本书的结束，我们给出边数为5, 15和17的正多边 

形的作法. 


(1) 正五边形 作法。 在 

单位圆0中作两条互相垂直 

的直径，其端点分别为 F 和 

■ 

B . (如图 ）• 取半径 OF 的 

中点儿连接 以乂为 
圆心， 1/20 F 为半径作半圆， 
交于以£为圆心， 
\BC \ 为半径作圆孤交大 
于 J 5 和 D 两点,则可证 ED 

就是正五边形的边长.事实 


m 


上， 


4 2 


j-BC | ^ \AB | — \AC | =^ r (\/ 5 一 1) = \BE 


2 


作 OG 垂直贴.交££于 G ,因为已知 Sin 18.=十 (V 5 ~0 

(见第123页），所以 


\BE | =2Sin 18 # # \BG | =Sin 18 


这说明乙恰好是正十边形的边长，于是证得 


是正五边形的边长_正五边形可作，正边形当然都 
可作了， 


• 1着2, 
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(2) 正十五边形作法。 

以 x 为3个公共顶点作正 

三角形 ABC 和正五边形 

APQRS f piij 


BQ = APBQ^APB 

圆周 


周 


15 


所以 \ BQ \ 恰好是正十五边形的边长。于是正2"_15边形都 


可作 • 


(3) 正十七边形 作法。 这要比上述两个作法困难得多 

了.我们先要推导出作法的 依据. z ^ Cosd + 
V = TSin 0, 则 


= CosA :^ +1 Sin 紐， 1 <^^17 


是 17 个 17 次单位根，由 


l = (x—1) (ac^+x 15 + ……+ *+ 1 ) 

, …… ,16,是17次本原拫全体可知 r 在上 


\\ 


的最小多项式为 


“ I 

g ( x )- 2 x ，= I 


n (x-z k ) 

i _ l 


gOO 在上的分裂域是五（:五:⑺= 16,且 

G^Gsl\E/Q= (o) 
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为 16 阶循环群，这里 

a : z -^ z k f cr 不变 0 中数， ( k f 16) = 1 

为讨论简单起见，可取 fc =3, 即 r 




设 


z 


3 1 = 17 殳 ,‘ + ,• ，1 < < 16 • J = 1»2 • 


利用 Z“=；!^ 和^=1可列出下表 


1 2 3 4 5 


3 9 10 13 5 15 11 16 


I 


9 10 11 12 13 14 15 16 


14 8 7 4 12 2 6 1 




易见<5=<0>有合成群列 

•m 

G = G t — (a) >^G t = (o 2 ) >^G M = (a 4 ) 

t ^ G 4 = < a *> >- G 5 = 1 f 

其中 G,/G > +1 都是 2 阶群。根据伽罗瓦对应可得平方根塔 

0-F t c:F 2 ciF\ciF,c:F % =E t 

SM F { =lnvG it 〔iV +l :F,〕= 2. 现要依次定出 
的添加元，*'=1 

①取 


T 

’= 2之” , , 


2 




Z 


1 , + i = 2 之 3 


1 i + I 






ISO 




由上表可知 AX, ，但却有(利用 ；^‘=；ry=；r) 




所以 X ；^ F：M \GF: = InW>, 且 〔iViJjM •所以 

^ i = ^ i ( A i ) # 


②取 




t=y a x 2 = 2 ^ a4 ' 






也有 n ” 由 


卜 2 W 1 ) 


Vt 


知 VH , teF 3 = im；<a4>， 必有 


(D 取 


4 +〆 


^= ir + j ? 3 \ 


必有由 2 T? 

Inv ( o % } 9 必有 


3 


知之 jh ， z^F^ 


z 


F 4=^s(^l)=Fl(^i 

现在可具体求出这些添加元了。由 g ( x ) = 0 知 


) 


1 »"1 


* 


1 6 

2 
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再由 z * = CosM + V 二 TsinJ ^ 和 S W 1 知 

+ J? -*= j? * + 7 i = 2 CosJt 0 f Kk < n t 


z 


于是利用上表可算出 

0 ? + 之 38 ) + ( 之 3 2 +: 3 U ) + (: 34 +， 3 1 :)+( 2 T 3 .+ Z ’ ’•) 

I 

= ( 之 + f 1 ) (ar ’ + ar 8 ) + ( ar 一 4 + 〆 ）+ (iT 】 + 〆 ） 

~2(CoS0+Cos20+Cos40+CoS80) t 

x t =2 (Cos 30 +Cos 50 + CoS 6^ + Cos 78 ) 

s 

再利用 （1) 式知\ +太1 = 一1 . 经过计算得 x r x t ^4( x % + x 2 

4，于是解得 




1), 


(― Vl 7—1) 




太1 




2 


类似地可算得 

y x ^ 2 (Cosd + Co ^ id ) t 


2( Cos 20 + CoS 8 沒）. 


再令 


1/ 5 = 2( Cos 30 + Cgs 50) 


4 = 2(Cos60 + Cos70). 


则可算出 


心=1^4 =尤1+尤 1= — 1 






l 


于是可分别解得 


i =v (尤 i + V 欠？ +4)=t( Vl7 — 1) +丁 \/34 — 2x/I7, 


4 


4 


a =^ r (^ i — V -* i +4 ) f 
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(:i+ x/^2 + 4)=~( — 1 )+-7~V34 + 2Vn ， 


4 


(尤 2 一 n /*】 + 4)。 


2 Cos d p 2 ^ = 2 Cos 40, 则由 4 + 


易 


n 


2 


1 t 


解 






mmi 


ir 


: ri 


£F = EF r = £ C ^ VC , C !+0£ 1 = Vi 7 


在文 轴上取 


FGr^FC— \/0C 2 — \/l6 + (1 +a/ 17): 

= %/ 34 + 2^/l7 

T 

■ 

F f G t =F f C= ^OC 2 +OF f 1 =^16 + (^17-0 , 

= n /34-2 VI ? 


^ IAG 为直径作圆 0, ， 与 y 轴交于 / f , 连结 HG 和作 


JH=J/= irOG 9 =~(0F f ) 


= y(v / 34 —2Vl7 + \/l7 —1) = 2^^ 

作 07 的中垂线分别交圆0于 K 和 L 两点，则可证 

/_ A 0 K ^ tn/\i f 

于是就是所求的正十七边形的边长。事实上， 


0G—FG — F0— \/ 34 + 2^17 一 ^/17 — l = 4 y 


OH 2 ^ 0 G * 0 A = Ay ^ A — 16 y , 


01— ^/lW—0H % =s/Ay\ — \Qy^ —2ssjy\ 


01—01^11 — ly t + 2^s/y 


2 


4 





OM =—0/= 2 z t • 


2 


OM 2 

0 K ~ A 


m 


△40 K = h 。 于是正 


所以 Cos /AOK 






i » 


十七边形终于作出来了！ 

继高斯之后，数学家力西罗给出了正257边形的完善作 

法， 作图过程印出来长达80页，接着盖尔美斯又给出了正 
65537边形的作法，其手稿就装满了一个手提箱，现保存在德 
国哥廷拫大学。这也许是圆规直尺作图史上的一个最高记录 
吧。事情已经发展到这一地步，恐怕再也无人愿意去打破这 

个记录了. 
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